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STRUCTURE LOCALE DE L’ESPACE DES RETRACTIONS
D’UNE SURFACE

ROBERT CAUTY

ABSTRACT. Let ¥ be a compact connected 2-manifold, and .#(X) the space
of retractions of £. We prove that #(X) is an /*-manifold if the boundary

of X is not empty, and is the union of an >-manifold and an isolated point
idg if X is closed.

INTRODUCTION ET NOTATIONS

Soit X un espace métrique compact. Une rétraction de X est une fonction
continue r de X dans X telle que ror =r. L’espace #(X) des rétractions
de X fut introduit par K. Borsuk [2] qui montra que, méme quand X est un
rétracte absolu, .%(X) peut ne pas étre localement connexe. Peu de choses sont
connues sur la structure locale de #(X) quand X est une variété topologique.
Dans [5], T. A. Chapman prouva que, si X est une Q-variété compacte, alors
Z(X) est un rétracte absolu de voisinage; ce résultat fut complété par K. Sakai
[13] qui montra que, dans ce cas, #Z(X) est une [*-variété. Boxer [3] montra
que, si X est une surface, #(X) est localement connexe. Si I est un arc,
F(I) esthoméomorphea / 2 ; ce résultat fut prouvé par Basmanov et Savchenko
[1] qui demandérent s’il pouvait s’étendre a I’espace des rétractions d’une #n-
boule. Le théoréme suivant, que nous allons démontrer dans cet article, élucide
complétement la structure locale de #(X) quand X est une surface compacte.

Théoreme. Soit T une surface compacte connexe. Alors

(1) Sile bord de ¥ n’est pas vide, F#(X) est une I*-variété.
(i1) Si le bord de X est vide, F(X) est la réunion d’une I*-variété et d’un
point isolé id.

Il est possible d’identifier £ a un sous-espace de % (X) en associant a chaque
point de X larétraction de X sur ce point. Il fut démontré indépendamment par
Wagner [18] et 'auteur [4] que la composante connexe Z(X) de #(Z) qui con-
tient £ a le type d’homotopie de X. Puisque les [*-variétés sont déterminées
topologiquement par leur type d’homotopie [9], il résulte du théoreme précédent
que Z(X) est homéomorphe a X x .
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Etant donnés des espaces topologiques X et Y, nous notons (X, Y)
I’espace des fonctions continues de X dans Y avec la topologie compacte-
ouverte; si X = Y, nous écrivons simplement % (X) au lieu de (X, X). Si
X,Y,Z sont trois espaces métrisables, on obtient une bijection de % (X x
Y,Z) sur (X,%&(Y,Z)) en associant a la fonction £ de #(X x Y, Z)
la fonction & de Z(X, (Y, Z)) définie par h(x)(y) = h(x, y) (voir [6, p.
261]). Si & est une fonction de X x Y dans Z et x (resp. y) un point de
X (resp. Y), nous notons A, (resp. hy) la fonction de Y (resp. X) dans Z
définie par h (y) = h(x, y) (resp. hy(x) = h(x,yp)). Si k est une fonction de
X dans Z(Y, Z), nous notons indifféremment k(x) ou k, I'image de x par
k dans #(Y, Z). Il est connu que si X et Y sont métrisables et X com-
pact, une suite {f,} converge vers f dans Z(X,Y) si, et seulement si, pour
tout point x de X et toute suite {x,} de points de X convergeant vers x,
la suite {f, (x,)} converge vers f(x). Si X est un espace métrique compact,
I’ensemble % (X) des rétractions de X est un sous-espace fermé de % (X); il
est donc séparable et topologiquement complet.

Si X est une surface compacte, nous notons X son bord et )2_ son intérieur.
Nous notons #°(X) I’ensemble des rétractions r de Z(X) telles que r(X)N
0% = &; c’est évidemment un ouvert de #(X), et Z°(X) = H#(X) si O est
vide. Nous notons & (X) I’ensemble des rétractions » qui sont des équivalences
homotopiques de X dans X (ou, ce qui revient au méme, telles que r(X) soit
un rétracte par déformation de X); c’est un ouvert de #(Z) (car, X étant un
rétracte absolu de voisinage, deux éléments suffisamment proches de #°(X) sont
homotopes). Posons enfin Z°(X) = Z(X)N.%Z°(X). L'image d’une rétraction
r de Z#(X) sera notée tantot r(X), tantot im(r).

Si A4 est un sous-ensemble d’un espace topologique, sa fermeture sera notée

(o)

A, sa frontiere Fr(A), et son intérieur 4 ou Int(A). La restriction 2 4 d’une
fonction f sera notée f|A4. La fonction identité sur 4 sera notée tantot id,
tantot 1,. Si d est une distance sur X et A, B des sous-ensembles de X,
nous noterons resp. d(A4) et d(A, B) le diameétre de A4 et la distance entre les
sous-ensembles 4 et B;si 4 est réduit a un point x, nous écrirons d(x, B)
au lieu de d({x}, B).

L’intervalle [0, 1] de R sera noté I.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME

Puisque X est un rétracte absolu de voisinage, tout élément de % (X) suff-
isamment proche de 1; est homotope a 1. Si le bord de X est vide, le
groupe d’homologie de Cech a coefficients Z,, H,(Z, Z,) est isomorphe a Z,
tandis que HZ(A, Z,) = 0 pour tout sous-ensemble fermé propre de X, ce
qui entraine qu’aucune rétraction autre que ly ne peut induire I'identité sur
HZ(Z, Z,), donc, a fortiori, étre homotope a 1;. Il en résulte que 15 est un
point isolé¢ de #(Z) quand X est vide.
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Lemme 1. Soit ¥ une surface compacte. 1l existe une déformation ¢: F#(Z) x
I — H(X) veérifiant

(1) ¢, =1d,

(ii) pour t >0, la fermeture de ¢,(# (X)) est contenue dans H°(X).

Ce lemme est essentiellement la remarque (1.2) de [16]. La condition (ii)
résulte de ce que, pour un collier 0 x [0, 2] du bord de X, ¢, (H# (X)) est
formé de rétractions dont les images sont contenues dans X\9X x [0, ¢[.

Une conséquence importante du Lemme 1 est que la théoréme sera démontré
si nous prouvons que Z°(X) (ou Z°(X)\{ls} st X est vide) est une -
variété. En effet, il résulte facilement de ce lemme et de [10, Théoreme 6.3, pp.
139-140] que #(X) est un rétracte absolu de voisinage si #°(Z) en est un;
Paffirmation découle alors d’un théoréme de Torunczyk [15, Théoréme B.1].

Lemme 2. Soient X un rétracte absolu de voisinage compact, Y un espace
métrique, A unferméde Y et f: A — F#(X) une fonction continue. Supposons
qu’il existe un voisinage V de A dans Y et une fonction continue ¢:V —
H(X) verifiant

im(gp,) =1m(f,) pour touty dans A.

Alors, il existe un voisinage W de A dans Y et une fonction continue
g: W — F(X) qui prolonge f.

Démonstration. Définissons le sous-ensemble C de V' x X par

C=Jxo,().
vev

C est fermé dans V' x X car, si (y,, x,) est une suite de points de C con-
vergeant vers (y, x), il existe des z, dans X tels que x, = ?, (z,). Quitte
a extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que z, tend vers z; alors
(¥, z,) tend vers (y, z) donc, par continuité, x, = ¢, ( z,) tend vers (pv(z) ,
dou x =g (z). '

Définissons A: C U (A x X) — X par

h(y,x):{x, Sf(y,,\)eC,
fi(x) si(y,x)edxX.

Cette définition a un sens car, si (¥, x) appartient a CN (4 x X), alors y
appartienta A et x a ¢, (X)=f(X) donc f (x) = x. Puisque C et Ax X
sont fermés dans V' x X, A est continue. Puisque X est un rétracte absolu de
voisinage, il y a un ouvert O de V' x X contenant CU(A4 x X) et une fonction
continue k de O dans X prolongeant 4. La compacité de X permet de
trouver un voisinage W de 4 dans y tel que W x X soit contenu dans O.
Soit / = k|W x X . Définissons alors g: W — #(X) par g, =¢ ol .

Pour tout y dans W, [ (X) contient /({y} x ¢ (X)) = h({y} x ¢ (X)) =
w‘,(X). Puisque ¢ est une rétraction sur 9, (X), nous avons donc 9,0

[(X) = ¢, (X). De plus, si x appartient a (p (X)), 8,(x X) = (p‘,(l(y X)) =
(p (h(y, x)) =¢,(x)=x,ce qui montre que g, est une rétraction de X sur
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qpy(X ). La fonction g est donc a valeurs dans % (X). Pour y dans A4, nous
avons

g, (x)=0,Uy,x)=09,(hy, x)=0,/(x)=[(x),

puisque fy(x) appartient a I'image im((/)y) = im( fy) de la rétraction 9, Ceci
montre que g: W — %#(X) prolonge f .

Lemme 3. Soient N une surface compacte connexe a bord non vide, X un espace
métrique, A un ferméde X et f: A — Z°(N) une fonction continue. Alors, il
existe un voisinage V de A dans X et une fonction continue ¢:V — Z°(N)
telle que im(¢,) =1im(f,) pour tout x dans A.

Ce lemme sera prouvé plus loin.
Soit N une sous-variété a bord non vide de X qui en est un rétracte. Soit
Q(N), ou simplement Q, le sous-ensemble de %#°(X) formé des rétractions p

telles que p(X) C X’ et que la restriction de p & N appartiennent 3 Z°(N).
11 est facile de voir que Q est un sous-ensemble ouvert de #°(X), et il résulte
immédiatement du Lemme 5.3 de [18] que tout élément de .#°(X), autre que
Iy quand X est fermée, a dans Z°(X) un voisinage de la forme Q(N). 1l
suffit donc pour achever la démonstration du théoréme, de montrer que Q est
une /*-variété.

Lemme 4. Q est un rétracte absolu de voisinage.

Démonstration. Soient X un espace métrique, 4 un ferméde X et f: 4 — Q
une fonction continue. Définissons g: 4 — Z°(N) par g, = f.IN. D’apres
les Lemmes 2 et 3, il y a un voisinage V' de A dans X et une fonction
G:V — #(N) prolongeant g. Puisque Z°(N) est ouvert dans #(N),
nous pouvons supposer, quitte a restreindre V', que G prend ses valeurs dans

Z°(N) . Définissons alors une fonction 4 de (V' x N)U (A x X) dans N par
G.(m) si(x,m)eV xN,

h(x, m) = { f.(m) si(x,m)eAxZ.

Cette définition a un sens puisque, si (x, m) appartient a 4 x N, alors
G .(m) = g.(m) = f (m). Puisque (V' x N)U (A4 x Z) est fermé dans V' x X

et que N est un rétracte absolu de voisinage, # a un prolongement H a un
voisinage P de (V x N)U (A x X£) dans V' x £. Puisque X est compacte,
nous pouvons trouver un voisinage W de A4 tel que P contienne W x X.
Nous obtenons alors une fonction continue k de W dans #(X, N) en posant
k.= H_ pour x dans W . Définissons enfin F: W — #(X) par

Fx=jonokx’

ou j est I'inclusion de N dans X.
Si x appartienta A et m a X, F (m) = (joG )(k (m)) = (jog)(f.(m)) =
f.(m) puisque jo g |im(f ) = f |im(f ) = id, donc F prolonge f. Soit
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X un point de W par définition de F, im(F,) est contenue dans im(G,);
de plus, si m appartient a2 im(G,), k.(m) = H.(m) = G (m) = m, d’olt
F.(m) = m. Ceci montre que F_ est une rétraction de ¥ sur im(G,) C N.
De plus, F |N = G, appartient 3 Z°(N), donc F_ appartient 2 Q. F est
donc une fonction de W dans Q prolongeant f, d’ou le résultat.

Lemme 5. Q(N) est une I*-variéte.

Le cas ou N est un disque présente une difficulté particuliére et sera traité
plus loin.

Démonstration du Lemme 5 quand N n’est pas un disque. Nous dirons qu’un
espace X est divisible par > sl existe un espace Y tel que Y x I* soit
homéomorphe a X . Il est connu qu’un rétracte absolu de voisinage séparable,
topologiquement complet et divisible par [* est une [>-variété (ceci résulte de la
Proposition 4.5 de [14] et du fait que I est homéomorphe a * x 12) . Puisque
QO est un ouvert de I’espace séparable et topologiquement complet #Z(X), il est
séparable et topologiquement complet. D’aprés le Lemma 4, c’est un rétracte
absolu de voisinage. Il suffit donc de prouver que tout point de Q a un voisinage
ouvert divisible par %,

Nous utiliserons des résultats de Geoghegan [8]. Soit M (/) I’espace des
surjections croissantes de / sur lui-méme. Soient 4, T deux espaces métriques
et U un ouvert non vide relativement compact de A4 tel que, notant C(Fr(U))
le cone sur Fr(U), les paires (U, Fr(U)) et (C(Fr(U)), Fr(U)) soient homéo-
morphes. Soit E un sous-ensemble de (4, T) vérifiant

(i) Pour tout f dans E, f|U n’est pas constante.
(ii) Si_f appartienta E etsi h € £(4, T) vérifie h|A\U = f|A\U et

h(U) = f(U), alors h appartient 2 E .

Alors, E estdivisible par M (I) ([8, Théoreme 2.5]; ’énoncé de ce théoreme
n’est pas aussi général, mais sa démonstration prouve ce résultat). De plus,
M(I) est homéomorphe a I [8, Théoreme 3.4], donc E est divisible par .

Soit r un élément de Q. La restriction de r a X\im(r) ne peut étre locale-
ment constante car sinon, si K est une composante de X\im(r), r(K) serait
réduit a un point, donc aussi r(K) et, a fortiori, r(Fr(K)). Mais Fr(K) est
contenue dans im(r), et r est I'identité sur Fr(K), donc Fr(K) serait réduite
a un point x. Puisque un point ne peut disconnecter une surface, K serait
égal a X, et r serait la rétraction constante sur x. Mais ceci est impossible
puisque, pour r dans @, im(r) a le type d’homotopie de N et que N n’est
pas un disque. Nous pouvons donc trouver un point a de X\im(r) tel que,
pour tout voisinage W de a, r|W ne soit pas constante. Soit U un voisinage
de a homéomorphe a un disque ouvert et dont la fermeture est disjointe de
im(r). Soit E I’ensemble des rétractions p € Q vérifiant

(1) Unim(p) =2,
(2) p(U) contient plus d’un point.
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Il est clair que E est ouvert dans Q et, d’apres le choix de a et U, il contient
r. La condition (i) ci-dessus n’est autre que (2). Soit p dans E et soit p’
dans Z(X) telle que p'|Z\U = p|Z\U et p'(U) = p(U). Alors p'(Z) = p(X),
denc p' vérifie (1) et p'|p(Z) = p|p(X) = id, donc p’ est une rétraction de
2 sur im(p). Puisque im(p) C N est un rétracte par déformation de N, p’
appartient 2 Q. Puisque p'(U) = p(U) et que p vérifie (2), p'(U) ne peut
étre réduit a un point, donc p’ vérifie (2). Par conséquent, p’' appartient 2 E ,
et E vérifie la condition (ii); il est donc divisible par > d’apres les résultats
de Geoghegan, d’ou le lemme.

Ceci acheve de prouver le théoreme, sous réserve de vérification du Lemme
3 et du cas particulier du Lemme 5 o N est un disque.

3. DEMONSTRATION DU LEMME 3 QUAND N N’EST PAS UN DISQUE

Dans cette section, N est une surface compacte connexe a bord non vide
qui n’est pas un disque; soient C,, ..., C, les composantes de N . Soit
M = NU (U;’;l D;) la surface fermée obtenue en ajoutant a N des disques
fermés deux a deux disjoints D, de fagon que D,NN =0D, = C,.

Lemme 6. Si r est un élémentde Z°(N), M\im(r) a m composantes; chacune
d’elles contient exactement ['un des D, et est simplement connexe.

Ceci est la deuxiéme partie du Théoréme (3.4) de [18].
Notons B le disque unit€ du plan complexe C. Pour 0 <7< I, notons B,

o
le disque de centre O et de rayon ¢ dans C et R, = B\B,. Pour 0 << 1,
soit s, la rétraction radiale de B\{0} sur R, ; s, dépend continuement de ¢.
A Toccasion, nous €crirons aussi s au lieu de s, .

Lemme 7. Soient X un espace métrique, A un ferméde X et f: A — QO(N)
une fonction continue. Alors, il existe un voisinage V de A dans X et des
fonctions continues y':V — (B, M), 1 <i<m, vérifiant
(i) pour tout x dans V et 1 < i < m, la restriction de yi a B est un
homéomorphisme de B sur w{i(B),
(i1) pour tout x dans V , (//.i(B)ﬂ u/_{(B) =D si i#7],
(ii1) pour tout x dans V et 1 <i<m, t//_i(O) eD,,
(iv) si x appartient a A, alors t//;(B) est la composante de M\im(f ) qui
contient D;, 1 <i<m.
Ce lemme sera prouvé dans la section suivante. Montrons qu’il implique le
Lemme 3.

Démonstration du Lemme 3 quand N n’est pas un disque. 11 résulte de (iv)
que nous pouvons restreindre V' de facon que, pour tout point x de V et
o

1<i<m, t//;(c‘)B) soit contenu dans N .
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Définissons alors, pour x dans V', la fonction ¢ _ sur N par

y siyeUr, vi(B),

wioso(w)\(v) siveyl(B), 1<i<m.

La condition (ii) garantit que cette définition a un sens. Pour montrer que
@, est continue et que la fonction ¢: V' — Z(N) est continue, il suffit de
vérifier que, si {x,} est une suite de points de ' convergeant vers x et {y,}
une suite de points de N tendant vers y, la suite {¢ _(y,)} a une sous-suite
convergeant vers ¢ (y) car, en appliquant ceci a une sous-suite arbitraire de
la suite {9, (y,)}, cela entraine que la suite {¢, (y,)} converge vers ¢ (y).
Distinguons”deux cas: '

9. ()=

ler cas. 1l existe un i tel que y appartienne a gu;(B). Soit E un disque

contenu dans !//;(B) et dont I'intérieur contient y ; pour n assez grand, y, est
dans E. D’apres (i) et la continuité de ', si x, est assez proche de x, E

. [e] o .
est contenu dans y, (B). La convergence uniforme de y, vers y, entraine
Xy “n

. .o i o—1 . ..
la convergence uniforme de la restriction de (!//: )~ a E vers la restriction de
-n

iv—1 & . i

(w,)  a E. Parsuite, (y, )_l(yn) tend vers (t//;)_l(y) donc so(y, ) (y )
tend vers so(t//;)_'(y) et ¢ (y,) tend vers ¢ (y).

. (e}
2eme cas. y appartient a2 N\{J", w.(B). Si, pour une infinit¢ d’indices
. [e)
n, y, wappartient pas a {J", v, (B), le résultat est évident. Sinon, nous

. o
pouvons supposer que, pour un certain i, tous les y, sont dans t,//' (B). Posons

w, = (q/; )_l( ,) - Nous pouvons supposer que {w,} converge vers un point

w de B. Puisque y, = 1//_ (wn) tend vers y qui n’appartient pas a y, (B)
w appartient a 9B . Alors les suites {s(w,)} et {w,} ontla méme limite w,
donc la suite ¢ (y,) = t// os( ,) ala méme limite que la suite v, (w,) =y,,

soit y, d’ou le résultat.
D’apres sa définition, il est clair que ¢ est une rétraction de N sur

N\UT, y/_i(;é) C X’, donc ¢ est une fonction continue de ¥V dans #°(N).
D’apres (iv), si x est dans A, im(p,) = im(f,), donc ¢, est dans Z°(N)
pour x dans 4; Z°(N) étant ouvert dans %#°(N), nous pouvons supposer,
en restreignant V', que ¢ prend ses valeurs dans Z°(N), d’oi1 le Lemme 3.

4. DEMONSTRATION DU LEMME 7

Dans cette section, N est une surface compacte connexe a bord non vide qui
n’est pas un disque. Nous conservons les notations de la section précédente. Soit
n: M — M le revétement universel de M ; M est homéomorphe a la sphere
ou au plan. Soit r dans Z°(N); pour 1 < i < m, soit G, la composante de
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M\im(r) qui contient D,. Puisque G, est simplement connexe, la restriction

de n a chaque composante de n_l(Gi) est un homéomorphism:.. Avec ces
notations, nous pouvons énoncer le

Lemme 8. Chaque composante connexe de n*l(Gi) est relativement compacte
dans M .

Démonstration. Supposons au contraire que la composante H de n_'(G,.) ne
soit pas relativement compacte. Alors M est homéomorphe au plan et H
contient une suite {xn};l“;l tendant vers I'infini. Posons y, = n(x,); nous
pouvons supposer que {y,} converge vers un point y de Fr(G,).

Puisque im(r) est localement connexe, Fr(G;) I'est aussi. (Pour les continus

plans, ceci est le théoreme de Torhorst [19, p. 106]. Si p est un point de

Fr(G,) et P,, P,, P, des disques tels que p € P et Pj C Pj+l pour j=0,1,
le Théoreme (4.4), p. 113 de [19], appliqué au continu plan localement connexe

(im(r) N P)) U (P,\P,) assure qu’il n’y a qu’un nombre fini de composantes

de G,N P, dont les fermetures rencontrent F,. L’application du théoreme de
Torhorst a chacune d’elles donne la connexité locale de Fr(G,) en p.) Soient
E,, E,, E, des disques de M vérifiaint

(1) yeE,,
(2) E,CE,,,,j=1,2.

(o)
Nous pouvons supposer les y, contenus dans E, . La restriction de 7 a chaque

o
composante K de n_'(E3) étant un homéomorphisme, K ne peut contenir
qu’un nombre fini de points x, ; il en résulte que chaque composante connexe

o
de E;N G, ne contient qu’un nombre fini de points {y,} (carsi L est un arc
reliant Y, ay dans G,, L a un relevement unique L dans H;si L est

o o N o
contenu dans E et si X; appartient a K, alors L est contenu dans K).

Soit X = E; N (im(r) U (M\%2)); il est facile de voir que X est un sous-
continu (si E, est assez petit) localement connexe de E;. Si Q est une com-
posante de E;\X qui contient I'un des y, , alors Q rencontre E, et O ren-
contre E, (dés que E, est assez petit pour que G,\E, # ). D’apres ce qui
précede, il y a une infinité de telles composantes, ce qui contredit le Théoreme
(4.4), p. 113 de [19].

Pour démontrer le Lemme 7, nous aurons besoin de résultats de la théorie des
représentations conformes. Il est connu que, si H est un domaine borné sim-
plement connexe du plan et p un pointde H, il y aune unique représentation

(o)

conforme 4 de B sur H telle que 4(0) =p et h'(0) > 0. Si la frontiere de
H est localement connexe, 4 a un prolongement continu de B sur H [7]. La
fonction ~# dépend continuement de H au sens suivant [18, Théoreme 2.2].
Soient {Hn}:io des domaines bornés simplement connexes du plan contenant
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un disque fermé fixé D ; supposons les frontieres des H, localement connexes,
o p—
et soit p un point de D; soit 4, l'unique application continue de B sur H,

o
dont la restriction a B est une représentation conforme sur H, et qui vérifie
h,(0) =p et h;,(O) >0. La'suite {hn}:il converge uniformément vers A, si
la condition suivante est vérifiée: .
(+) 1l existe des rétractions p, de C\D sur C\H, telles que {p,}", con-

e}
verge uniformément vers p, sur C\D.

Démonstration du Lemme 7. Soient M, D, et M comme ci-dessus. Pour
1 < i < m,soient E;, une composante fixée de n_'(Dl.) et p, un point fixé
de ifi. Pour x dans A4, les Lemmes 6 et 8 s’appliquent & im(f,); soit G,(x),
1 < i < m, la composante de M\im(f ) qui contient D,, et soit H (x) la
composante de n"(Gi(x)) qui contient E,.

A l'aide d’'un homéomorphisme fixé, nous identifions M au plan complexe
C ou a la sphere de Riemann §*=cCu {o0}. Si M =C, H,(x) est un sous-
ensemble borné d’apres le Lemme 8; si M = S? , ’'intérieur de M\Hi(x) n’est
pas vide (car ou bien M # M , ou bien m > 2; dans les deux cas, 7:"(U,'.';l D))
a au moins deux composantes). Nous pouvons donc appliquer les résultats cités
de la théorie des représentations conformes (si M = S 2, la condition h'(0)>0
signifie que 4'(0) est un multiple positif d’un vecteur fixé du plan tangent a s?
en p).

Pour x dans 4 et 1 <i< m,lafrontiere de H,(x) est localement connexe
(vérification laissée au lecteur). Notons h; I’'unique fonction continue de B

sur m dont la restriction a % est une représentation conforme sur H,(x)
et qui vérifie 4'(0) = p, et (h.)'(0) > 0. La fonction h': 4 — Z(B, M)
est continue. En effet, la rétraction f €tant une équivalence homotopique, se
reléve en une unique rétraction f\ de N =7a""(N) sur n_l(im(fx)); il est
facile de voir que f: A — #(N) est continue. Nous pouvons alors définir une
rétraction p_ de M\fofl. sur M\H,(x) par

) {y siye M\H(x),

f.(y) siye H(x)\E,.

Il est clair que p, dépend continuement de x, ce qui entraine la continuité
de h; d’apres ce que nous avons rappelé plus haut.
Le sous-ensemble & (B, C) de # (B, C) formé des fonctions dont la restric-

tion a B est une représentation conforme est un rétracte absolu de voisinage
[11, Lemme 9]; son sous-ensemble %/, (B, C) formé des f telles que f(0) =0
et f(0) >0 en est un rétracte (envoyer f sur

f(2) =1 Of(2) = £(0)/f(0),
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donc est aussi un rétracte absolu de voisinage. Le sous-ensemble Z; de Z (B, M)

formé des fonctions 4 dont la restriction a E‘ est une représentation conforme
de B sur h(B), qui vérifient h(0) =p, et h'(0) > O et telles que M\h(B) ait
un intérieur non vide est localement homéomorphe a .2 (B, C), donc est un
rétracte absolu de voisinage. Les fonctions A' étant a valeurs dans Z,, nous
pouvons trouver un voisinage U de 4 dans X et des fonctions continues
k': U — Z, prolongeant h', 1 <i<m.

Pour x dans U et 1 <i< m,notons ¢,(x) laborne supérieure des nombres
0 <t <1 vérifiant

(1) Si p est une transformation du revétement z autre que 'identité, alors
p(k(B)NK,(B)=2,
(2) moky(B)Nm(ULL, ,kl(B)=2.

J=1,j# T

Si x appartienta 4, ¢,(x) =1 puisque, pour <1, n(k.(B,)) = n(h;(B,))
C G,(x), que G,(x) est disjoint des fermés G,(x) pour j # i et que la restric-
tion de n a H,(x) est un homéomorphisme. Si, pour un x dans U et un ¢
donné, k_: vérifie (1) et (2), alors, pour tout y assez proche de x, k", vérifie
aussi (1) et (2) pour le méme ¢ (c’est clair pour la condition (2), B, et B étant
compacts; pour la condition (1), utiliser le fait que, si P est un voisinage com-
pact de k;(B[), il n’y a qu’un nombre fini de transformations de revétement
p telles que p(P)N P # ). Par suite, pour 0 <7 < 1, ’ensemble W (1) des
points x de U vérifiant ¢ (x) > ¢ est ouvert dans U. Nous pouvons donc
trouver des voisinages ouverts V, , k=1,2,...,de A vérifiant

(3) Vi, €V, quel que soit k,

(4) V, cW(k/k+1) pour 1 <i<m etpour tout k,

5) N, V,=4.

En utilisant le lemme d’Urysohn, il est facile de construire une fonction
continue 6: V|, — I vérifiant

(6) d(x)=1s1 xeA,

(7) (k=1)/k <d(x)<k/(k+1)si xeV\V,

Il en résulte que

+1°

(8) Si x appartienta V\4, alors é(x) <¢,(x) pour 1 <i<m.

En effet, si x appartienta V,\V, ,, d(x) <k/(k+1)<e(x) dapres (4).
Soit V' = V,. Pour x dans V et | < i < m, définissons la fonction
w.: B — M par

y/':',(m) =7o k_i(é(x)w) .

La continuité de y': V — % (B, M) est claire. Pour x dans A4, d(x) =1,

. . . 0 o
donc y, =moh, et y |B estun homéomorphisme de B sur G,(x), d’ou les
conditions (1), (ii) et (iv) dans ce cas. La condition (iii) est vérifiée pour tout x
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puisque k’i(O) =p, € E,. Soit x dans V'\A4; d’apres (8) et (1), la restriction
de m a k,lv(Ba(x)) est un homéomorphisme, ce qui entraine la condition (i); la
condition (i1) résulte de (8) et (2). Le Lemme 7 est donc démontré.

5. DEMONSTRATION DES LEMMES 3 ET 5 QUAND N EST UN DISQUE

Quand N est un disque, nous rencontrons deux difficultés supplémentaires.
D’une part, I’'argument donné a la section 3 pour prouver que Q est locale-
ment divisible par / 2 ne s’applique pas au voisinage d’une rétraction constante.
D’autre part, dans ce cas M = M = S? et il n’existe pas de représentation
conforme de E’ sur Sz\im( f.) quand im(f}) est réduite a un point, ce qui
nous empéche d’appliquer directement les méthodes de la section précédente.
Nous allons devoir faire un long détour pour contourner ces difficultés.

Soit $* = =0, € R3|y]2 +y§ +y§ = 1} la sphére unité de
lespace euclidien. Nous identiﬁons N a I’'hémisphere inférieur de S2 N =
{y € s? /¥y < 0}; soit D = S? \N Soit p, = (0, 0, 1) le pole nord de s?.
Nous supposons S? munie de sa structure conforme habituelle et de la distance
d induite par la norme euclidienne. Pour y dans SPet0<e<? , nous notons
B(y, €) le disque de S? de centre y et de rayon ¢; soit C(y, ¢) son bord. Si
y est un point de 52 , notons y son antipode.

Nous utiliserons les deux faits suivant:

(A) Si H est un domaine simplement connexe de la sphére S? dont le
complémentaire est localement connexe et contient plus d’un point, il y a une
fonction continue de B dans S° dont la restriction a B est une représentation
conforme sur H . De plus, le Théoréme (2.2) de [18] s’applique encore dans ce
cas.

(B) Soit ./ le sous-ensemble de % (B, Sz) formé des fonctions 4 vérifiant

(1) la restriction de 4 a B est une représentation conforme,

(i1) lintérieur de Sz\h(B) n’est pas vide,

(iii) (0) = py,

(iv) A'(0) > 0 (i.e., un multiple positif d’un vecteur fixé du plan tangent a

S? en py) -

Alors, %/ est un rétracte absolu de voisinage.

(B) résulte du fait que, comme les ensembles Z, de la section précédente,
& est localement homéomorphe a (B, C).

Nous notons N, le sous-ensemble fermé homéomorphe a N de & °(N) =
Z°(N) formé des rétractions constantes. Soit # = Z°(N)\N, et soit &
I’ensemble des rétractions r de #°(N) telles que I'intérieur de im(r) soit non
vide.

Lemme 9. & est ouvert dans #°(N).
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Démonstration. Soit r un élément de % . Prenons des disques D, , D,, D, de
fagon que
o o
D, cD,cD,c<DyCDyCim(r).

Soit C le bord de D, . Toute rétraction ' assez proche de r vérifie

(@) r'(D,)C Dy et r'(C)c DAD,,

(B) 1, =r|C est homotope a '|C dans D\D, .

Si, pour une telle ', im(r) ne contenait pas un point b de D, , alors,
puisque r'|C est inessentielle dans r'(Dz), C serait déformable en un point

dans D,\{b}, ce qui est faux. & contient donc toutes les rétractions vérifiant
(a) et (B), donc est un voisinage de r.

Lemme 10. & est un rétracte absolu de voisinage.

Démonstration. Soient X un espace métrique, 4 un ferméde X et f: 4 - &
une fonction continue. Compte-tenu de (4) et (B), l'argument utilisé aux
883 et 4 pour prouver le Lemme 3 peut étre appliqué a la fonction f pour
montrer que cette fonction vérifie ’hypothese du Lemme 2. Par suite, f peut
se prolonger a un voisinage ouvert de 4 dans X et, puisque % est ouvert, nous
pouvons supposer que ce prolongement est a valeurs dans & , d’ou le résultat.

Lemme 11. I/ existe une homotopie T': #°(N) x I — #°(N) vérifiant
(i) Iy =id,
(ii) Si r appartient a N, ' (r) =r quel que soit t,
(iii) Pour t >0, I',(#) est contenu dans % .

Démonstration. Pour r dans /# , soit 4, I'unique fonction continue de B dans

S? dont la restriction a ;? est une représentation conforme sur Sz\im(r) et qui
vérifie h(0) = p, et h'(0) > 0. Dapres (A) et le Théoreme (2.2) de [18], la
fonction h: # — (B, S2) est continue.

Fixons un point x, de dB. Pour 0 < u < 1, soit E(u) le disque de
diametre u contenu dans B et tangent a 0B en Xx,; soit K(u) le bord de
E(u). Pour u =0, posons E(0) = {x,}. Toute droite L passant par x, qui
n’est pas tangente 8 B coupe K(u) en un unique point distinct de x, soit
e, (u), ou simplement e(u).

Soit T le sous-ensemble de I x I x I formé des points (a, b, ¢) tels que ou
bien a=b=c=0,oubien 0 <a<b<c<l. Pour (a,b,c) dans T, soit
v(a, b, c) la fonction de B sur B définie comme suit:

Sia=b=c=0, v(a,b,c)=1d.

Sinon, v(a, b, c¢) est I'identité sur E(a) et hors de lof(c) , envoie K(b) sur
le point x; et, pour toute droite L passant par x,,, est lin€aire sur les segments
le(a), e(b)] et [e(D), e(c)].

Il est clair que v dépend continuement du point (a, b, ¢) de T.

Pour tout r dans /7, soit w(r) la borne supérieure des nombres u vérifiant

(1) h(E(u u)c N,
(2) o(h,(E(u))) < d(im(r)).
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Alors, w(r) > 0 et I'on constate facilement que la fonction w: #Z —]0, 1]
est semi-continue inférieurement. Nous pouvons donc trouver [6, p. 171] une
fonction continue 8: .7 —]0, 1[ telle que

(3) 0< 6(r) < w(r) pour tout r dans # .

Posant v(r, t) = v(t0(r)/3, t6(r)/2, t0(r)), définissons ' comme suit: Si

re N, I'(r, t) = r quel que soit ¢. Si re #Z,
r(z) sizgh(E(16(r))),
T(r,0(z)={ hov(r,t)oh ' (z) sizeh(E10(r))2)),

roh ov(r.tyoh ' (z) sizeh (E(O(NN\E1O(r)/2)).
Cette définition a un sens car v(r, t) est I'identité sur K(¢6(r)) et, quand
z appartient a & (K(t0(r)/2)), v(r,t)o hr_'(z) = X, , donc les deux formules
possibles domment alors I'(r, #)(z) = h,(x,) = r(h,(x;)). T'(r, ) est donc une
fonction continue sur N. Comme on le vérifie facilement, I'(r, 0) = r et, pour
r dans # et t >0, I'(r, t) est une rétraction de N sur im(r)Uh (E(16(r)/3));

ce dernier ensemble a un intérieur non vide et est contenu dans ]i’ d’apres (3)
et (1), donc I'(r, t) est un éiément de & .

La continuité de I" en un point (r, t) avec r dans # résulte de la continuité
des fonctions 4, v et 6. La continuit¢ de I en in point (r,, f,) avec r,
dans N, résulte du fait que, pour r dans H°(N), ou bien I'(r, 1) = r, ou
bien I'(r, t) coincide avec r hors de I'ensemble 4, (E(t6(r))), dont le diametre
est inférieur a d(im(r)) d’apres (3) et (2), et envoie cet ensemble dans im(r) U
h (E(16(r))) .

Avant de continuer, notons deux propriétés de la fonction y = I', qui nous
seront utiles dans la suite .

(C) 1l existe une fonction continue « de #°(N) dans N vérifiant

(1) «a(r) € im(y(r)) quel que soit r,
(ii) si r appartient a /Z, «(r) est contenu dans I'intérieur de im(y(r)).

Il suffit de prendre pour «(r) I'image de r si r est dans N, et I'image par
h, du centre du disque E(6(r)/3) dans le cas contraire.

(D) 1l existe une fonction continue &: #°(N) — %(Sz) vérifiant

(1) & .(im(y(r)) = im(r),

.o . . 2. . . .

(i1) la restriction de ¢, a S™\im(y(r)) est un homéomorphisme de cet en-

semble sur S2\im(r).

¢ peut se construire comme suit: Pour ¢ > 0, soit o(¢) la fonction de B
sur B qui envoie E(7/3) sur le point x,, est I'identité hors de E(7) et, pour
toute droite L passant par Xx,, envoie le segment [e(?), e(¢/3)] linéairement
sur le segment [e(f), x,]; o dépend continuement de 7. La fonction ¢ peut
alors étre définie comme suit: Si re N, £, =id. Si re 7,
{ z sizé¢h(E0(r)),

T b oot e 2) siz e hE@).
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Que cette définition a un sens et fournit une fonction continue de #°(N)
dans %(SZ ) se démontre comme pour I'. Nous laissons au lecteur le soin de
vérifier les conditions (i) et (ii).

Lemme 12. 7 est une [*-variété.

Démonstration. Soit T': # x I — F#°(N) la restriction de I'". Alors (i) I‘g =
id, et (iii') pour ¢ > 0, I'/(#) est contenu dans & . Puisque % est un
rétracte absolu de voisinage, cela entraine, comme nous I’avons remarqué apres
le Lemme 1, que # en est un aussi. La démonstration du Lemme 5 quand N
n’est pas un disque peut-étre utilisée pour montrer que tout point de /# a un
voisinage ouvert divisible par I*. Puisque /# est ouvert dans F°(N), il est
séparable et topologiquement complet. Comme nous I’avons rappelé plus haut,
cela entraine que # est une I*-variété.

Lemme 13. I/ existe une fonction continue y: #°(N) — % (B, SZ) telle que,

o

pour tout r dans FZ°(N), la restriction de w, a B soit un homéomorphisme
(o)

de B sur Sz\im(r) verifiant y,(0) = p,, .

Démonstration. Nous avons besoin d’une construction auxilaire. Etant donnés

un point y de S? et des nombres 0 < a < b < 2, soit uy,a,b) la fonc-

tion de S* sur S? définie comme suit: u = u(y,a,b) est I'identité hors
de B(y,b) et en y, contracte B(y,a) sur le point y et, pour tout demi-

grand cercle L reliant y a son antipode y, envoie LN (B(y, b)\i!(y, a)) sur
LN B(y, b) linéairement (au sens de la longueur du sous-arc de L). Il est clair
que u(y, a, b) dépend continuement du triple (v, a, b).

Posons, pour r dans #Z°(N),

e, (r)= 1d(a(r), D) >0 et &,(r) = %d(a(r), D)

(rappelons que D = Sz\lif, 7y =T, et que a est introduite dans (C)). Définis-
sons une fonction continue A de .#°(N) dans %(Sz) par

A, = u(e(r), &,(r), &,(r)).

Pour r dans #°(N), posons G, = Sz\im(y(r)), H = A:l(Gr) et F =
SZ\H, = l:l(im(y(r))). Alors A, induit un homéomorphisme de H, sur G,.
F, est un continu localement connexe car, si im(r) est réduite & un point, c’est le
disque B(a(r), &,(r)), sinon, ce disque est contenu dans I'intérieur de F,, donc
I’espace obtenu en I'identifiant a un point, qui est im(y(r)) est homéomorphe
a F,. Puisque F, est localement connexe, la frontiere de H, I’est aussi [19, p.

106], donc il y a une unique fonction continue k, de B dans S? dont la re-

[¢]
striction a B est une représentation conforme sur H, et qui vérifie k,(0) = p,
et k/(0)>0.
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Affirmation. iok: #°(N)— % (B, S?) est continue.

(La fonction k , au contraire, est discontinue aux points de N, .)

Une fois cette affirmation démontrée, la fonction ¥ cherchée peut étre
définie par y, =¢ o4, 0k, , ou £ est comme dans (D).

Pour vérifier cette affirmation, nous avons besoin de quelques définitions et
résultats de la théorie des représentations conformes. Soient {H,} >~ des do-
maines simplement connexes de S 2 contenant un disque fix€ de centre p, . Soit
H T’ensemble (ouvert) des points p de s? pour lesquels il existe un voisinage
V' de p et un entier n; tels que H, contienne V' pour n > n,. Le noyau
de la suite {Hn}cn’il (par rapport a p,) est la composante connexe de H qui
contient p,. On dit que la suite {Hn}‘;il converge vers un domaine H, au
sens de Carathéodory si toute sous-suite de {H,} a pour noyau H,.

Si H est un domaine simplement connexe de S 2 contenant P, » une coupure
de H est un arc 4 dont les extrémités appartiennent a la frontiere de H et
dont I’intérieur est contenu dans H; 4 décompose H en deux composantes
et, ’il ne contient pas p,, nous notons J(H ; A) le diametre de la composante
de H\A qui ne contient pas p,. Pour ¢ > 0, soit n(H, ¢) la borne supérieure
des nombres 6(H ; A), ou A parcourt I’ensemble £ (H , ¢) des coupures de H
de diametre < ¢ ne contenant pas p,, .

Pour n > 0, soit H, un domaine simplement connexe borné de S? (i.e.,
I'intérieur de Sz\Hn n’est pas vide). Supposons que les H, contiennent un

disque fixé de centre p,, et soit k, l'unique représentation conforme de B sur
H, telle que k,(0) =p, et k;(O) > 0. Alors

(E) La suite {k,},~, converge uniformément vers k,, sur tout compact de B
si, et seulement si, la suite {H }>>, converge vers H, au sens de Carathéodory
[12, Théoreme 2.1, p. 33].

Supposons en outre les frontieres des H, localement connexes, de sorte que
k, se prolonge continuement a B. Alors

(F) La suite {k,}>°  converge uniformément vers k, sur B si, et seulement
si, la suite {Hn};,“;l converge vers H, au sens de Fréchet, i.e., vérifie les deux
conditions suivantes:

(x,) {H,} converge vers H, au sens de Carathéodory,
(%,) lim H ,e)=0.

n’
C’est une partie du Théoreme 2.2 de [18].

n—oo,e—0 '7(

Preuve de l'affirmation. Soit {r,}>°  une suite d’éléments de A°(N) con-
vergeant vers r,. Il nous faut prouver que ;trn ) kr" tend vers Aro o kro . Pour
simplifier les notations, nous écrirons H, , 4, , etc., au lieu de H, , 4, , etc.
Commengons par quelques observations Y

(a) La suite {Gn}:il converge vers G, au sens de Fréchet.

Cela résulte du Théoréme 2.2(d) de [18] si im(r,) contient plus d’un point,

c’est trivial dans le cas contraire.

n?
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(b) La suite {H,} >, converge vers H, au sens de Carathéodory.

Ceci revient a vérifier qu’un point p de S? est dans F, si, et seulement
si, tout voisinage de p rencontre une infinité d’ensembles F,. Si V' est un
voisinage compact de p tel que V' N Fnk # & pour une infinité d’indices 7, ,
soit, pour tout K, x, un pointde V' N FnA . Nous pouvons supposer que X,
tend vers un point x, de V. Puisque 4, tend vers 4, /lnk (x,) tend vers
Ao(x,) - Puisque r, tend vers r, et que /’.nA (x,) appartient & im y(rnk), Ao(X)
appartient a imy(r;), donc Ay (V) Nnimy(r,) # . Si cela est vrai pour tout
voisinage compact de p, A,(p) appartient a imy(r,), donc p appartient a
F,. Inversement, soit p un point de F,. Si p est dans B(a(r,), &(ry)), il
est, d’apres la continuité e « et ¢,, dans la limite supérieure des ensembles
B(a(r,), &(r,)) C F,. Sinon, pour tout voisinage assez petit V' de p, 4,(V)
est un voisinage de A,(p) = 7(ry)(4,(p)) et V = /IE'AO(V). Mais y(r,)(4,(p))
tend vers y(r,)(4,(p)), donc 4,(V') contient presque tous les points y(r,)(4,(P))
et V' contient presque tous les A;'y(r”)(/lo(p)) C F,. (Car,si V' est assez petit
pour que V' N B(a(r,), €,(r,)) = 2, alors «a(r,) n’appartient pas a 4,(}’) pour
n assez grand, donc 4, induit un homéomorphisme de X;I(AO(V)) sur Ay(V),
et i;l |Ao(V) converge uniformément vers ig'MO(V) d’apres la définition des
A

' (c) Les fonctions {/1”}:';0 forment une famille uniformément équicontinue.

C’est clair puisque {4,} converge uniformément vers 4.

(d) Pour tout a > 0, il existe un n, tel que, pour n > n,, 4, (B(a(r,), &,(r,)))
soit contenu dans B(a(r,), a) et que les restrictions des fonctions /1;] s h2>ng,

a Sz\loi(a(ro), a) forment une famille uniformément équicontinue.

La vérification, qui utilise la continuité de « et de ¢, et la définition géo-
métrique de la fonction A, est laissée au lecteur.

(e) Si im(r,) n’est pas réduite a un point, 4, établit une bijection entre les
coupures de H, ne contenant pas p, et les coupures de G, ne contenant pas
Py -

Car, dans ce cas, B(a(r,), ¢,(r,)) est contenu dans I'intérieur de F,, donc
la restriction de 4, ala fermeture de H, est un homéomorphisme de H, sur
G,,et A,(py)=p,-

Distinguons deux cas:

ler cas. im(r,) contient plus d’'un point. Nous allons montrer qu’alors {k, }
tend vers k. D’aprés (b), la suite {H,} vérifie (x,), donc, d’apres (F), il suffit
de montrer qu’elle vérifie aussi (*,).

Puisque r, appartient a #, im(y(r,)) contient un disque B(«a(r,), a)
d’apres (C); soit 0 < a' < a.

Quitte a supprimer un nombre fini de termes de la suite, nous pouvons sup-
poser que r, appartient a /# pour tout n et, d’apres (d), que

(1) 4,(B(a(r,), €/(r,))) C Bla(ry), a') quel que soit »,
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(2) les fonctions A;1|32\B(a(r0) ,a’) forment une famille uniformément
équicontinue.

La continuité de « et de y permet de supposer aussi, quitte a supprimer un
nombre fini de termes, que nous avons

(3) B(a(ry), a)c im(y(r,)) quel que soit n.

Drapres (e), 4, €tablit une bijection, encore notée 4, , entre ’ensemble des
coupures de H, ne contenant pas p, et 'ensemble des coupures de G, ne con-
tenant pas p,. D’aprés (c), 4, envoie I'ensemble & (H, , ¢) dans un ensemble
@(G,,¢),ou ¢ nedépend pas de n > 1 et tend vers 0 avec ¢. D’apres (a),
naG,, ¢') tend vers 0 quand n tend vers I'infini et ¢ vers 0. Puisque, pour A4
dans ¢ (H,, ¢), 4, envoie la composante de H,\4 qui ne contient pas p, sur
la composante de G,\4,(4) qui ne contient pas p, et que, d’apres (3), cette
composante est disjointe de B(a(r,), a'), il résulte de (2) que n(H,, e) tend
vers 0 quand » tend vers I'infini et ¢ vers 0.

2eme cas. r, appartient a N, ; alors y(r,) = r,. Etant donné un 6 > 0,
soit K = Sz\/l(;l(B(a(rO), 6)); c’est un compact contenu dans H,. Soit P

un compact de B dont I'intérieur contient ko_l(K). Puisque kn|109 est une
représentation conforme et que la suite {kn};“;l converge uniformément vers
k, sur tout compact de lo? (d’apres (b) et (E)), nous pouvons trouver un entier
n, tel que, pour n > n,, k,(P) contienne K et que d(4,k (w), Ak (w)) <9
pour tout w dans P. Alors, si n > n, etsi w estun point de B n’appartenant
pas a P, k,(w) n’appartient pas a K, de méme que ky(w), donc 4k, (w)
et A,k (w) sont tous deux dans B(a(ry), d), d’ou d(4,k,(w), Ask,(w)) < 20.
Par suite, d(4, 0k, , A,0k,) <26 pour n > ng, d’ou le résultat dans ce cas.

Lemme 14. I/ existe une homotopie ¢: #°(N) x I — FZ°(N) vérifiant
(i) ¢, =id,
(i1) pour t > 0, la fermeture de ¢,(%°(N)) est contenue dans 7 .

Démonstration. Soit y: #°(N) — (B, Sz) la fonction construite a 1’étape
précédente. Reprenons les notations de la démonstration du Lemme 11. Si x,
est le point fixé de 9B, posons, pour r dans Z°(N), B(r) = w,(x,) . Pour r
dans #°(N), soit o(r) la borne supérieure des nombres u vérifiant
(1) w.(E(u)) CN.

Puisque la fonction y vérifie y,(0) = p, quel que soit r, y,(E(1)) rencon-
tre D, d’ol
(2) ag(r) <1 quel que soit r.

Pour r dans #°(N) et 0 < t < 1, soit 7(r, ) la borne inférieure des
nombres u vérifiant

(3) S(w,(E(u))) > 3d(B(r), D).
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Nous convenons que t(r, 0) = 0, de sorte que
(4) t(r,t) =0 si, et seulement si, z =0.

I est facile de voir que o est semi-continue inférieurement sur % °(N) et 1
semi-continue supérieurement sur % °(N) x I. De plus, si u > o(r), y (E(u))
rencontre D, donc d(y,(E(u))) > d(B(r), D), d’ou immédiatement 7(r, t) <
a(r) . Nous pouvons donc trouver [6, p. 171] une fonction continue {: %Z°(N)x
I — I vérifiant

(5) t(r,t) < {(r,t) <a(r) quels que soient r et ¢.

Pour n > 1, soit W, I’ensemble des points (r,?) de A°(N) x 1 pour
lesquels 7(r, t) < 1/n; c’est un ouvert de #°(N) x I et, d’apres (4), Z°(N) x
{0} = N2, W,. Nous pouvons donc trouver des ouverts V, de Z°(N) x [
vérifiant

(6) V,.. CV, pourtoutn,

(7 vV, C W, pour toutn,

(8) (\V,=%°(N)x{0}.
n=1

Il est alors facile, a ’aide du lemme d’Urysohn, de construire une fonction
continue y: #°(N) x I — I de fagcon que

x(r,0)=0 pour tout r,
xr,t)=1 si(r,t)¢V,,

<xr )< —— si(r,0eT,\,

pa— n>2.

412
Alors y vérifie
(9) t(r,ty< x(r,t) sit>0.

Eneffet,si (r,0)eV \V,,,, n>2, 1(r,1) <
(rot)y e V,, x(r,t)=1>0(r)>1(r,t).
Posons &,(r, t) = min({(r, ), x(r,t)). Clest une fonction continue de

F°(N) x I dans I qui vérifie, d’apres (5), (9) et le choix de y,

< x(r,t) d’apres (7), et si

1
n

(10) T(r, 1) <é(r,t)<a(r)<1l sit>0,
(11) g5(r, 0)=0.

Puisque 7 est semi-continue supérieurement, la relation (10) nous permet de
trouver des fonctions continues ¢, , &,: #Z°(N)x]0, 1] — I vérifiant

(12) O<t(r,t)<e(r,t) <e(r,t)<ér,t) pourt>0.

Il résulte de (11), (12) et de la continuité de ¢; que, si nous prolongeons ¢, et
€, & #°(N)x1I enposant ¢ (r, 0) =¢,(r, 0) = 0, les fonctions ainsi obtenues
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sont continues. Alors, quelque soit (r, 1), (&,(r, 1), &(r, 1), &(r, t)) est un
point de T et nous pouvons poser v(r,t) = v(g(r, 1), &(r, 1), &(r,1)).
Définissons alors ¢ par

r(z) sizgw,(E(e(r, 1),
o(r,0)(z) =1 wov(r,t)oy '(z) sizew (E((r, 1),

row,ov(r, oy, (2) sizey,(Ele(r, D)\E@(r, ).

Comme dans le cas de I', on vérifie que cette définition a un sens et, puisque
les fonctions y, v et ¢; sont continues, détermine une fonction continue de
H°(N)x1 dans #°(N) telle que ¢, = 1d et que, pour >0, ¢(r, t) ait pour
image im(r)Uy,(E(g(r, t))), dont le diametre est > $d(B(r), D) d’apres (12)
et (3).

Supposons la condition (ii) en défaut. Alors, pour un certain t > 0, il y a
une suite {rn};“;l de rétractions telle que {¢(r,, )} converge vers r, € N, .
Puisque im(r,) est réduite a un point m, B(r,), qui appartienta im(r,), tend
vers m, donc d(f(r,), D) tend vers d(m, D) > 0;ily adoncun a > 0 tel
que d(B(r,), D) > a quel que soit n, donc le diametre de im(¢(r,, t)) est
> 14 pour tout n, ce qui est impossible puisque {¢(r,, )} converge vers une
fonction constante, d’ou (ii).

Nous sommes maintenant enfin au bout de nos peines. En effet, les Lemmes
12 et 14 entrainent, comme nous I’avons rappelé apres le Lemme 1, que #°(N)
est une lz-variété, ce qui contient le Lemme 3 pour un disque. Le Lemme 4
est donc encore vrai dans ce cas et la démonstration du Lemme 5 montre que
le sous-ensemble ouvert 7 de Q(N) formé des rétractions non constantes est
localement divisible par I?, donc une />-variété. La déformation @ construite
au Lemme 14 a la propriété que, quels que soient r dans .#Z°(N) et ¢t dans I,
p(r, t)JON =r|dN . Cela permet de définir une homotopie ¢: Q x I — Q par

Fp, () = { p2) iz N,
p(p|N, t)(z) sizeN.

Alors @, = id et la condition (ii) pour ¢ entraine que, pour ¢ > 0, la

fermeture de 9,(Q) est contenue dans .7 . Puisque 7 est une [*-variété, o
aussi, d’ou le Lemme 5 dans ce cas.

BIBLIOGRAPHIE

1. V. N. Basmanov et A. G. Savchenko, L’espace de Hilbert comme espace des rétractions dun
arc (en russe), Mat. Zametki 42 (1987), 94-100.

2. K. Borsuk, Concerning the set of retractions, Colloq. Math. 18 (1967), 197-201.

3. L. Boxer, Retraction spaces and the homotopy metric, Topology Appl. 11 (1980), 17-29.

4. R. Cauty, Un théoreme de sélection et l'espace des rétractions d’une surface, Amer. J. Math.
97 (1975), 282-290.

5. T. A. Chapman, The space of retractions of a compact Hilbert cube manifold is an A.N.R.,
Topology Proc. 2 (1977), 409-430.



334

(=)}

10.
11.

15.

16.

17.
18.

19

UN
75252

ROBERT CAUTY

. J. Dugundji, Topology, Allyn and Bacon, Boston, Mass., 1966.

. E. E. Floyd, On the extension of homeomorphisms on the interior of a two cell, Bull. Amer.
Math. Soc. 52 (1946), 654-658.

. R. Geoghegan, On spaces of homeomorphisms, embeddings and functions. 1, Topology 11
(1972), 159-177.

. D. W. Henderson and R. M. Schori, Topological classification of infinite dimensional man-
ifolds by homotopy type, Bull. Amer. Math. Soc. 76 (1970), 121-124.

S. T. Hu, Theory of retracts, Wayne State Univ. Press, Detroit, Mich., 1965.

R. Luke and W. K. Mason, The space of homeomorphisms on a compact two-manifold is an
absolute neighborhood retract, Trans. Amer. Math. Soc. 164 (1972), 275-285.

. A. 1. Markushevich, Theory of functions of a complex variable. ill, Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, N.J., 1967.

. K. Sakai, The space of retractions of a compact Q-manifold is an lz-mamfold, Proc. Amer.
Math. Soc. 83 (1981), 421-424.

. H. Torunczyk, Absolute retracts as factors of normed linear spaces, Fund. Math. 86 (1974),
53-67.

—, A correction of two papers concerning Hilbert manifolds, Fund. Math. 125 (1985),
89-93.

N. R. Wagner, The space of retractions of the 2-sphere and the annulus, Trans. Amer. Math.
Soc. 158 (1971), 319-329.

—, The space of retractions of a 2-manifold, Proc. Amer. Math. Soc. 34 (1972), 609-614.

, A continuity property with applications to the topology of 2-manifolds, Trans. Amer.
Math. Soc. 200 (1974), 369-393.

. G. T. Whyburn, Analytic topology, Amer. Math. Soc., Providence, R.1., 1942.

IVERSITE DE PARIs VI, U.E.R. DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES, 4 PLACE JUSSIEU,
PAris CEDEX 05, FRANCE



	0100317
	0100318
	0100319
	0100320
	0100321
	0100322
	0100323
	0100324
	0100325
	0100326
	0100327
	0100328
	0100329
	0100330
	0100331
	0100332
	0100333
	0100334
	0100335
	0100336

