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STRUCTURE LOCALE DE L'ESPACE DES RETRACTIONS 
D'UNE SURFACE 

ROBERT CAUTY 

ABSTRACT. Let I be a compact connected 2-manifold, and .A'(I) the space 
of retractions of I. We prove that .91 (I) is an [2 -manifold if the boundary 
of I is not empty, and is the union of an [2 -manifold and an isolated point 
idl if I is closed. 

INTRODUCTION ET NOTATIONS 

Soit X un espace metrique compact. Une retraction de X est une fonction 
continue r de X dans X telle que r 0 r = r. L'espace 9i' (X) des retractions 
de X fut introduit par K. Borsuk [2] qui montra que, meme quand X est un 
retracte absolu, 9i' (X) peut ne pas etre localement connexe. Peu de choses sont 
connues sur la structure locale de 9i' (X) quand X est une variete topologique. 
Dans [5], T, A, Chapman prouva que, si X est une Q-variete compacte, alors 
9i' (X) est un retracte absolu de voisinage; ce resultat fut complete par K. Sakai 
[13] qui montra que, dans ce cas, 9i' (X) est une {2 -variete. Boxer [3] montra 
que, si X est une surface, 9i' (X) est localement connexe. Si I est un arc, 
9i'(I) est homeomorphe a {2; ce resultat fut prouve par Basmanov et Savchenko 
[1] qui demanderent s'il pouvait s'etendre a l'espace des retractions d'une n-
boule. Le theoreme suivant, que nous allons demontrer dans cet article, elucide 
complHement la structure locale de 9i' (1:) quand 1: est une surface compacte. 

Theoreme. Soit 1: une surface compacte connexe. Alors 
(i) Si Ie bord de 1: n 'est pas vide, 9i' (1:) est une 12 -variete. 

(ii) Si Ie bord de 1: est vide, ~(1:) est {a reunion d'une {2-variete et d'un 
point isole id. 

II est possible d'identifier 1: a un sous-espace de 9i' (1:) en associ ant a chaque 
point de 1: la retraction de 1: sur ce point. II fut demontre independamment par 
Wagner [I8] et l'auteur [4] que la composante connexe 2'(1:) de 9i' (1:) qui con-
tient 1: a Ie type d'homotopie de 1:. Puisque les {2 -varietes sont determinees 
topologiquement par leur type d'homotopie [9], il resulte du theoreme precedent 
que 2'(1:) est homeomorphe a 1: x 12 . 
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Etant donnes des espaces topologiques X et Y, nous notons '6"(X, Y) 
l'espace des fonctions continues de X dans Y avec la topologie compacte-
ouverte; si X = Y, nous ecrivons simplement '6"(X) au lieu de '6"(X, X). Si 
X, Y, Z sont trois espaces metrisables, on obtient une bijection de '6"(X x 
Y, Z) sur '6"(X, '6"(Y, Z)) en associant a la fonction h de '6"(X x Y, Z) 
la fonction h de '6"(X, '6"(Y, Z)) definie par h(x)(y) = h(x, y) (voir [6, p. 
261]). Si h est une fonction de X x Y dans Z et x (resp. y) un point de 
X (resp. Y), nous notons hx (resp. hy) la fonction de Y (resp. X) dans Z 
definie par hx(Y) = h(x, y) (resp. hy(x) = h(x, y)). Si k est une fonction de 
X dans '6"(Y, Z), nous notons indifferemment k(x) ou kx l'image de x par 
k dans '6" (Y , Z). 11 est connu que si X et Y sont metrisables et X com-
pact, une suite {In} converge vers I dans '6"(X, y) si, et seulement si, pour 
tout point x de X et toute suite {xn } de points de X convergeant vers x, 
la suite {In(xn)} converge vers I(x). Si X est un espace metrique compact, 
l'ensemble 9f(X) des retractions de X est un sous-espace ferme de '6"(X); il 
est donc separable et topologiquement complet. 

° Si 2:. est une surface compacte, nous notons 02:. son bord et 2:. son interieur. 
Nous notons 9fo (2:.) l'ensemble des retractions r de 9f (2:.) telles que r(2:.) n 
02:. = 0; c'est evidemment un ouvert de 9f(2:.) , et 9fo(2:.) = 9f(2:.) si OL est 
vide. Nous notons 9'(2:.) l'ensemble des retractions r qui sont des equivalences 
homotopiques de 2:. dans 2:. (ou, ce qui revient au meme, telles que r(L) so it 
un retracte par deformation de 2:.); c'est un ouvert de 9f (2:.) (car, L etant un 
retracte absolu de voisinage, deux elements suffisamment proches de '6"(2:.) sont 
homotopes). Posons enfin 9'0(2:.) = 9'(2:.) n9fO(2:.). L'image d'une retraction 
r de 9P(2:.) sera notee tantot r(L) , tantot im(r). 

Si A est un sous-ensemble d'un espace topologique, sa fermeture sera notee 
° A, sa frontiere Fr(A) , et son interieur A ou Int(A). La restriction a A d'une 

fonction I sera notee IIA. La fonction identite sur A sera notee tantot id, 
tan tot 1 A' Si d est une distance sur X et A, B des sous-ensembles de X, 
nous noterons resp. J(A) et d(A, B) Ie diametre de A et la distance entre les 
sous-ensembles A et B; si A est reduit a un point x, nous ecrirons d(x, B) 
au lieu de d({x}, B). 

L'intervalle [0, 1] de R sera note I. 

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 

Puisque 2:. est un retracte absolu de voisinage, tout element de '6"(2:.) suff-
isamment proche de 11; est homotope a 11;' Si Ie bord de L est vide, Ie 
groupe d'homologie de tech a coefficients Z2' H2(2:., Z2) est isomorphe a Z2 
tandis que H2(A, Z2) = 0 pour tout so us-ensemble ferme propre de 2:., ce 
qui entralne qu'aucune retraction autre que 11; ne peut induire I'identite sur 
H2(2:., Z2)' donc, a fortiori, etre homotope a 11;' 11 en resulte que 11; est un 
point isole de 9P (2:.) quand 02:. est vide. 
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Lemme 1. Soit L une surface compacte, II existe une deformation ({J: 9£' (L) x 
I -+ 9£' (L) verijiant 

(i) ({Jo = id, 
(ii) pour t > 0, la fermeture de ({J, (9£' (L)) est contenue dans 9£'0 (L) , 

Ce lemme est essentiellement la remarque (1.2) de [16], La condition (ii) 
resulte de ce que, pour un collier 8L x [0,2] du bord de L, ((J,(9£'(L)) est 
forme de retractions dont les images sont contenues dans L\8L x [0, t[ . 

Vne consequence importante du Lemme I est que la theoreme sera demontre 
si nous prouvons que ,9!,o(L) (ou 9£'°(L)\{I~J si 8L est vide) est une P-
variete. En effet, il resulte facilement de ce Iemme et de [10, Theoreme 6.3, pp. 
139-140] que 9£' (L) est un retracte absolu de voisinage si ,9f o (L) en est un; 
l'affirmation decoule alors d'un theoreme de Torunczyk [15, Theoreme B.I]. 

Lemme 2. Soient X un retracte absolu de voisinage compact, Y un espace 
met rique, A un ferme de Y et f: A -+ 9£' (X) une fonction continue. Supposons 
qu'il existe un voisinage V de A dans Y et une fonction continue ({J: V -+ 

9t (X) verijiant 
im(({Jy) = im(.t;') pour tout y dans A. 

Alors, il existe un voisinage W de A dans Y et une fonction continue 
g: W -+ 9t (X) qui prolonge f. 
Demonstration. Definissons Ie so us-ensemble C de V x X par 

C= U{y}x({Jv(X). 

C est ferme dans V x X car, si (Yn' xn) est une suite de points de C con-
vergeant vers (y, x) , il existe des zn dans X teis que xn = ({Jv (zn)' Quitte 
a extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que Z n tend ~ers z; alors 
(yn , zn) tend vers (y, z) done, par continuite, xn = ({Jv (zn) tend vers ({Jv(Z) , 
d'oo x = ({Jv(z) . ' n ' 

Definissons h: C U (A x X) -+ X par 

h(y, x) = {
X si (y , x) E C , 
.t;, (x) si (y , x) E A x X . 

Cette definition a un sens car, si (y, x) appartient a C n (A x X) , alors y 
appartient a A et x a ({Jv(X) = ~,(X), done ~,(x) = x. Puisque C et A x X 
sont fermes dans V x X ; h est continue. Puisque X est un retracte absolu de 
voisinage, il ya un ouvert 0 de V x X contenant C U (A x X) et une fonction 
continue k de 0 dans X prolongeant h. La compacite de X permet de 
trouver un voisinage W de A dans y tel que W x X soit contenu dans O. 
Soit I = k I W x X. Definissons alors g: W -+ It?(X) par gv = ({Jv 0 II' . 

Pour tout y dans W, Iv(X) contient I( {y} x ({Jv(X)) ~ h( ty} x ({Jv(X)) = 
({Jv(X). Puisque ({Jv est tine retraction sur ({Jv(X) , nous avons done ({Jv 0 

Iv(X) = ((Jv(X). De plus, si x appartient a ({J'v(X) , gv(x) = ({Jv(l(y, x)) = 
({Jy(h(y, x)) = ({J\,(x) = x, ce qui montre que g\, est une retraction de X sur 



318 ROBERT CAUTY 

IPy(X). La fonction g est donc a valeurs dans gp(X). Pour y dans A, nous 
avons 

gy(x) = IPy(l(y, x)) = IPy(h(y, x)) = IPy(fy.(x)) = fv(x) , 

puisque fy(x) appartient a l'image im(IPy) = im(fy) de la retraction IPy ' Ceci 
montre que g: W -+ gp (X) prolonge f. 

Lemme 3. Soient N une surface compacte connexe a bord non vide, X un espace 
metrique, A un ferme de X et f: A -+ gO (N) une fonction continue. Alors, if 
existe un voisinage V de A dans X et une fonction c(,'1tinue IP: V -+ gO (N) 
telle que im(IPx) = im(fJ pour tout x dans A. 

Ce lemme sera prouve plus loin. 
Soit N une sous-variete a bord non vide de L qui en est un retracte. Soit 

Q(N), ou simplement Q, Ie sous-ensemble de gpo(L) forme des retractions p 
° telles que p(L) c N et que la restriction de paN appartiennent a go (N) . 

II est facile de voir que Q est un sous-ensemble ouvert de ,91° (L) , et il resulte 
immMiatement du Lemme 5.3 de [18] que tout element de gpO(L) , autre que 
lL quand Lest fermee, a dans gpo (L) un voisin age de la forme Q(N). II 
suffit donc pour achever la demonstration du theoreme, de montrer que Q est 
une 12 -variete. 

Lemme 4. Q est un retracte absolu de voisinage. 
Demonstration. Soient X un espace metrique, A un ferme de X et f: A -+ Q 
une fonction continue. Defmissons g: A -+ gO(N) par gx = fxlN. D'apres 
les Lemmes 2 et 3, il y a un voisinage V de A dans X et une fonction 
G: V -+ gp (N) prolongeant g. Puisque gO (N) est ouvert dans gp (N) , 
nous pouvons supposer, quitte a restreindre V, que G prend ses valeurs dans 

° gO(N). Definissons alors une fonction h de (V x N) U (A x L) dans N par 

{ Gx(m) si (x, m) E V x N, 
h(x, m) = 

fx (m ) si (x , m) E A XL. 

Cette definition a un sens puisque, si (x, m) appartient a A x N, alors 
Gx(m) = gx(m) = fx(m). Puisque (V x N) U (A x L) est ferme dans V XL 

° et que N est un retracte absolu de voisinage, h a un prolongement H a un 
voisinage P de (V x N) U (A x L) dans V XL. Puisque Lest compacte, 
nous pouvons trouver un voisinage W de A tel que P contienne W XL. 
Nous obtenons alors une fonction continue k de W dans ~(L, N) en posant 
kx = Hx pour x dans W. Definissons en fin F: W -+ ~(L) par 

oil jest l'inc1usion de N dans L. 
Si x appartient a A et maL, Fx(m) = (joGJ(kx(m)) = (jogx)(f.x(m)) = 

fx(m) puisque j 0 gxlim(fx) = fxlimcr~) = id, donc F prolonge f. Soit 
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x un point de W; par definition de F, im(FJ est contenue dans im( GJ ; 
de plus, si m appartient a im(Gx )' kx(m) = Hx(m) = Gx(m) = m, d'ou 

° Fx (m) = m. Ceci montre que Fx est une retraction de L sur im( G x) eN. 
De plus, Fx I N = G x appartient a go (N) , donc Fx appartient it Q. Fest 
donc une fonction de W dans Q prolongeant I, d'ou Ie resultat. 

Lemme 5. Q( N) est une P -variete. 

Le cas OU N est un disque presente une difficulte particuliere et sera traite 
plus loin. 

Demonstration du Lemme 5 quand N n 'est pas un disque. Nous dirons qu'un 
espace X est divisible par P s'il existe un espace Y tel que Y x /2 so it 
homeomorphe a X. II est connu qu'un retracte absolu de voisinage separable, 
topologiquement complet et divisible par Pest une /2 -variete (ceci resulte de la 
Proposition 4.5 de [14] et du fait que {2 est homeomorphe it [2 X {2). Puisque 
Q est un ouvert de l'espace separable et topologiquement complet 9f(L) , il est 
separable et topologiquement complet. D'apres Ie Lemma 4, c'est un retracte 
absolu de voisinage. II suffit donc de prouver que tout point de Q a un voisinage 
ouvert divisible par {2 . 

Nous utiliserons des resultats de Geoghegan [8]. So it Mo(I) l'espace des 
surjections croissantes de I sur lui-meme. Soient A, T deux espaces metriques 
et U un ouvert non vide relativement compact de A tel que, notant C(Fr( U)) 
Ie cone sur Fr( U) , les paires (U, Fr( U)) et (C (Fr( U)) , Fr( U)) soient hom eo-
morphes. Soit E un sous-ensemble de '?5'(A, T) verifiant 

(i) Pour tout I dans E, II U n'est pas constante. 
(ii) Si I appartient it E et si h E '?5'(A, T) veri fie hIA\U = IIA\U et 

h (U) = I( U) , alors h appartient a E. 

Alors, E est divisible par Mo(I) ([8, Theoreme 2.5]; l'enonce de ce theoreme 
n'est pas aussi general, mais sa demonstration prouve ce resultat). De plus, 
Mo(I) est homeomorphe a {2 [8, Theoreme 3.4], donc E est divisible par {2 . 

Soit r un element de Q. La restriction de r a L\im(r) ne peut etre locale-
ment constante car sinon, si K est une composante de L\im(r) , r(K) serait 
reduit a un point, donc aussi r( K) et, a fortiori, r(Fr( K)). Mais Fr( K) est 
contenue dans im(r), et rest l'identite sur Fr(K) , donc Fr(K) serait reduite 
a un point x. Puisque un point ne peut disconnecter une surface, K serait 
egal a L, et r serait la retraction constante sur x. Mais ceci est impossible 
puisque, pour r dans Q, im(r) a Ie type d'homotopie de N et que N n'est 
pas un disque. Nous pouvons donc trouver un point a de L\im(r) tel que, 
pour tout voisinage W de a, rl W ne soit pas constante. Soit U un voisinage 
de a homeomorphe a un disque ouvert et dont la fermeture est disjointe de 
im(r). Soit E l'ensemble des retractions p E Q verifiant 

(1) Unim(p) = 0, 
(2) p( U) contient plus d'un point. 
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II est clair que E est ouvert dans Q et, d'apres Ie choix de a et U , il contient 
r. La condition (i) ci-dessus n'est autre que (2). Soit p dans E et soit p' 
dans l&"(L) telle que P'IL\U = pIL\U et p'(U) = p(U). Alors p'(L) = p(L) , 
donc p' verifie (1) et p'lp(L) = plp(L) = id, donc p' est une retraction de 

o 
L sur im(p). Puisque im(p) c N est un retracte par deformation de N, p' 
appartient a Q. Puisque p'(U) = p(U) et que p verifie (2), p'(U) ne peut 
etre reduit a un point, donc p' verifie (2). Par consequent, p' appartient a E, 
et E verifie la condition (ii); il est donc divisible par 12 d'apres les resultats 
de Geoghegan, d'ou Ie lemme. 

Ceci acheve de prouver Ie theoreme, sous reserve de verification du Lemme 
3 et du cas particulier du Lemme 5 ou N est un disque. 

3. DEMONSTRATION DU LEMME 3 QUAND N N'EST PAS UN DISQUE 

Dans cette section, Nest une surface compacte connexe a bord non vide 
qui n'est pas un disque; soient C1 , ••• , C m les composantes de 8 N. Soit 
M = N U (U: 1 D i ) la surface fermee obtenue en ajoutant a N des disques 
fermes deux a deux disjoints Di de faeon que Di n N = 8Di = Ci . 

Lemme 6. Si r est un element de gO (N), M\im(r) a m composantes; chacune 
d'elles contient exactement l'un des Di et est simplement connexe. 

Ceci est la deuxieme partie du Theoreme (3.4) de [18]. 
Notons B Ie disque unite du plan complexe C. Pour 0 :::; t :::; 1 , notons Bt 

o 
Ie disque de centre 0 et de rayon t dans C et R t = B\Bt . Pour 0 < t :::; 1 , 
soit St la retraction radiale de B\{O} sur R t ; St depend continuement de t. 
A I'occasion, nous ecrirons aussi s au lieu de Sl . 

Lemme 7. Soient X un espace metrique, A un ferme de X et f: A --+ gO (N) 
une fonction continue. Alors, if existe un voisinage V de A dans X et des 
fonctions continues If/i: V --+ l&"(B , M), 1:::; i:::; m, verifiant 

o 
(i) pour tout x dans V et 1 :::; i :::; m, la restriction de If/.~ a B est un 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

o . 0 

homeomorphisme de B sur If/.~(B), 
. 0 . 0 

pour tout x dans V, If/.~(B) n If/.~(B) = (2) si i -I- j, 
. 0 

pour tout x dans V et 1 :::; i :::; m, If/.~(O) E Di' 
. 0 

si x appartient a A, alors If/.~(B) est fa composante de M\im(f,) qui 
contient Di' 1:::; i :::; m . 

Ce lemme sera prouve dans la section suivante. Montrons qu'il implique Ie 
Lemme 3. 

Demonstration du Lemme 3 quand N n 'est pas un disque. II resulte de (iv) 
que nous pouvons restreindre V de far;on que, pour tout point x de V et 

. 0 

1 :::; i:::; m, If/~(DB) soit contenu dans N. 
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Definissons alors, pour X dans V, la fonction qJx sur N par 

qJ)y) = { y . si y t/: U;:II If/.~(B), . ° 
If/.> s 0 (If/.~) - (y) si y E If/_~ (B), 1 ~ i ~ m . 

La condition (ii) garantit que cette definition a un sens. Pour montrer que 
qJ x est continue et que la fonction qJ: V -+ ~(N) est continue, il suffit de 
verifier que, si {xn} est une suite de points de V convergeant vers x et {y n} 
une suite de points de N tendant vers y, la suite {qJ (Yn)} a une sous-suite 

Xn 

convergeant vers qJ x (y) car, en appliquant ceci a une sous-suite arbitraire de 
la suite {qJ x" (y n)} , cela entraine que la suite {qJxn (y n)} converge vers qJ x (y) . 
Distinguons deux cas: 

. ° 
Ier cas. II existe un i tel que y appartienne a If/;(B). Soit E un disque 

. ° 
contenu dans If/.~(B) et dont I'interieur contient y; pour n assez grand, Yn est 
dans E. D'apres (i) et la continuite de If/i, si xn est assez proche de x, E 

. 0 . . 

est contenu dans If/l (B). La convergence uniforme de If/l vers If/l entraine 
~ ~ x 

la convergence uniforme de la restriction de (If/~ ) -I a Evers la restriction de 
(If/;)-I a E. Par suite, (If/~ )-I(yn) tendvers (~~)-I(y),donc sO(If/; )-I(Yn) 

tendvers sO(lf/i)-I(y) et-; (y) tendvers qJ (y). n 
X XII n x 

. ° 
2eme cas. y appartient a N\ U;:I If/;(B). Si, pour une infinite d'indices 

n, y n n'appartient pas a U;:I If/~ (B), Ie resultat est evident. Sinon, nous 
-n 

pouvons supposer que, pour un certain i, tous les y sont dans If/i (B). Po sons n Xn 

Wn = (1f/.~)-I(Yn)· Nous pouvons supposer que {Wn} converge vers un point 
. . ° 

W de B. Puisque Yn = If/~ (wn) tend vers y qui n'appartient pas a If/~(B), 
W appartient a {) B . Alors,' i~s suites {s( W n)} et {w n} ont la meme limite w, 

donc la suite qJxn (y n) = If/~n 0 s( W n) a la meme limite que la suite If/~n (w n) = y n ' 
soit y, d'ou Ie resultat. 

D'apres sa definition, il est clair que qJx est une retraction de N sur 
. ° ° N\ U;:I If/.~(B) eN, donc qJ est une fonction continue de V dans gzO (N) . 

D'apres (iv), si x est dans A, im(qJ) = im(f¥) , donc qJx est dans gO(N) 
pour x dans A; gO(N) etant ouvert dans gzo(N), nous pouvons supposer, 
en restreignant V, que qJ prend ses valeurs dans go (N) , d'ou Ie Lemme 3. 

4. DEMONSTRATION DU LEMME 7 

Dans cette section, Nest une surface compacte connexe a bord non vide qui 
n'est pas un disque. Nous conservons les notations de la section precedente. Soit 
7r: if -+ M Ie revetement universel de M; if est homeomorphe a la sphere 
ou au plan. Soit r dans gO(N); pour 1 ~ i ~ m, soit Gi la composante de 
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M\im(r) qui contient D i • Puisque Gi est simplement connexe. la restriction 
de n a chaque composante de n -1 (G i ) est un homeomorphism. Avec ces 
notations, nous pouvons enoncer Ie 

Lemme 8. Chaque composante connexe de n -1 ( Gi ) est relativement compacte 
dans M. 
Demonstration. Supposons au contraire que la composante H de n -1 (G) ne 
soit pas relativement compacte. Alors M est homeomorphe au plan et H 
contient une suite {Xn }:1 tendant vers l'infini. Posons Yn = n(xn ); nous 
pouvons supposer que {y n} converge vers un point Y de Fr( Gi ) . 

Puisque im(r) est localement connexe, Fr( G) I'est aussi. (Pour les continus 
plans, ceci est Ie theoreme de Torhorst [19, p. 106]. Si p est un point de 

o 0 

Fr(G i ) et Po, PI' P2 des disques tels que pEP 0 et p) C P)+1 pour j = 0, 1, 
Ie Theoreme (4.4), p. 113 de [19], applique au continu plan localement connexe 

o 
(im(r) n P2 ) U (P2 \p]) assure qu'il n'y a qu'un nombre fini de composantes 

o 
de Gi n PI dont les fermetures rencontrent Po' L'application du theoreme de 
Torhorst a chacune d'elles donne la connexite locale de Fr( G j ) en p.) Soient 
E] , E2, E3 des disques de M verifiaint 

o 
(l)yEE 1 , 

(2) E) C E)+1 ' j = 1, 2. 
o 

Nous pouvons supposer les y n contenus dans E] . La restriction de n a chaque 

composante K de n -] (E3) etant un homeomorphisme, k ne peut contenir 
qu'un nombre fini de points xn; il en resulte que chaque composante connexe 

o 
de E 3 n Gi ne contient qu'un nombre fini de points {y n} (car si L est un arc 
reliant Yj a Yk dans Gi , L a un relevement unique L dans H; si Lest 

o 0" 0 

contenu dans E 3 et si Xj appartient a K , alors Lest contenu dans K). 
o 

So it X = E3 n (im(r) U (M\E 2 )); il est facile de voir que X est un sous-
continu (si E2 est assez petit) localement connexe de E3 • Si Q est une com-
posante de E3 \X qui contient I'un des Yn , alors Q rencontre El et Q ren-
contre E2 (des que E2 est assez petit pour que Gi \E2 =1= 0). D'apres ce qui 
precede, il Y a une infinite de telles composantes, ce qui contredit Ie Theoreme 
(4.4),p.113de[19]. 

Pour demontrer Ie Lemme 7, nous aurons besoin de resultats de la theorie des 
representations conformes. II est connu que, si H est un domaine borne sim-
plement connexe du plan et p un point de H , il Y a une unique representation 

o 
conforme h de B sur H telle que h(O) = p et hi (0) > O. Si la frontiere de 
If est localement connexe, h a un prolongement continu de B sur H [7]. La 
fonction h depend continuement de H au sens suivant [18, Theoreme 2.2]. 
Soient {Hn}:o des domaines bornes simplement connexes du plan contenant 
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un disque ferme fixe D; supposons les frontieres des Hn localement connexes, 
o 

et so it P un point de D; soit hn l'unique application continue de B sur H n 
o 

dont la restriction a Best une representation conforme sur Hn et qui verifie 
hn(O) = P et h~(O) > O. La suite {hn}:d converge uniformement vers ho si 
la condition suivante est verifiee: 

o 
(+) II existe des retractions Pn de C\D sur C\Hn telles que {Pn}:1 con-

o 
verge uniformement vers Po sur C\D, 

Demonstration du Lemme 7. Soient AI, D/ et M comme ci-dessus. Pour 
1 :::; i :::; m, soient Ei une composante fixee de n -I (D) et Pi un point fixe 

o 
de E i . Pour x dans A, les Lemmes 6 et 8 s'appliquent a im(fx); soit Gi(X) , 
1 :::; i :::; m, la composante de M\im(f,) qui contient Di' et soit Hi(x) la 
composante de n-I(Gi(x)) qui contient Ei . 

A l'aide d'un homeomorphisme fixe, nous identifions M au plan complexe 
C ou a la sphere de Riemann S2 = C u {oo}. Si M = C, Hi(x) est un sous-
ensemble borne d'apres Ie Lemme 8; si M = S2 , l'interieur de KI\Hi (x) n'est 
pas vide (car ou bien M =I- M, ou bien m ~ 2; dans les deux cas, n -I (U;:I Di ) 

a au moins deux composantes). Nous pouvons donc appliquer les resultats cites 
de la theorie des representations conformes (si M = S2 , la condition h' (0) > 0 
signifie que h' (0) est un multiple positif d'un vecteur fixe du plan tangent a S2 
en p). 

Pour x dans A et 1 :::; i:::; m, la frontiere de Hi(x) est localement connexe 
(verification laissee au lecteur). Notons h~ l'unique fonction continue de B 

____ 0 

sur Hi(x) dont la restriction a Best une representation conforme sur Hi(x) 
et qui verifie h~(O) = Pi et (h~)' (0) > O. La fonction hi: A -> Cf/(B, M) 
est continue. En effet, la retraction Ix etant une equivalence homotopique, se 
rei eve en une unique retraction !, de IV = n-I(N) sur n-I(im(f\:)); il est 
facile de voir que j: A -> 9l(IV) est continue. Nous pouvons alors definir une 

retraction Px de M\Ei sur M\Hi(x) par 

{
y siYEM\Hi(x), 

Px(Y) = A __ 0 

- f,(y) si y E Hi(x)\E i · 

II est clair que Px depend continuement de x, ce qui entraine la continuite 
de hi d'apres ce que nous avons rappele plus haut. 

Le sous-ensemble d(B, C) de Cf/(B, C) forme des fonctions dont la restric-
o 

tion a Best une representation conforme est un retracte absolu de voisinage 
[11, Lemme 9]; son sous-ensemble .9fo(B, C) forme des I telles que 1(0) = 0 
et r (0) > 0 en est un retracte (envoyer I sur 

](z) = II' (O)I(f(z) - 1(0))/ r (0)), 
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donc est aussi un n~tracte absolu de voisinage. Le sous-ensemble Zi de l!l(B, M) 
o 

forme des fonctions h dont la restriction a Best une representation conforme 
o 0 , 

de B sur h(B), qui verifient h(O) = Pi et h' (0) > 0 et telles que M\h(B) ait 
un interieur non vide est localement homeomorphe a sIa(B, C) , donc est un 
retracte absolu de voisinage. Les fonctions hi etant a valeurs dans Zi' nous 
pouvons trouver un voisinage U de A dans X et des fonctions continues 
ki: U -+ Zi prolongeant hi, 1 :s i :s m. 

Pour x dans U et 1 :s i:S m, notons ei(x) la borne superieure des nombres 
o :s t < 1 verifiant 

(1) Si pest une transformation du revetement 7C autre que l'identite, alors 
p(k~(Bt)) n k~(BI) = 0, 

(2) 7C 0 k~(BI) n 7C(U~:l.Hi k~(B)) = 0. 

Si x appartient a A, ei(x) = 1 puisque, pour t < I, 7C(k_~(BI)) = 7C(h~(BI)) 
c Gi(x) , que Gi(x) est disjoint des fermes GJ(x) pour j #- i et que la restric-
tion de 7C a Hi(x) est un homeomorphisme. Si, pour un x dans U et un t 
donne, k~ veri fie (1) et (2), alors, pour tout y assez proche de x, k;, verifie 
aussi (1) et (2) pour Ie meme t (c'est clair pour la condition (2), BI et' B etant 
compacts; pour la condition (1), utiliser Ie fait que, si P est un voisinage com-
pact de k~(BI)' il n'y a qu'un nombre fini de transformations de revetement 
p telles que p(P) n P #- 0). Par suite, pour 0 < t < 1 ,l'ensemble ~(t) des 
points x de U verifiant ei(x) > test ouvert dans U. Nous pouvons donc 
trouver des voisinages ouverts Vk , k = 1 , 2, ... , de A verifiant 

(3) V k+1 c Vk quel que soit k, 
(4) V k c ~(kjk + 1) pour 1 :s i:S m et pour tout k, 
(5) n;;:1 V k = A. 

En utilisant Ie lemme d'Urysohn, il est facile de construire une fonction 
continue <5: VI -+ I verifiant 

(6) <5 (x) = 1 si x E A , 
(7) (k - 1Jjk:S <5(x):S kj(k + 1) SI X E Vk\Vk+ l • 

II en resulte que 
(8) Si x appartient a VI \A, alors <5(x) < ei(x) pour 1 :s i:S m. 

En effet, si x appartient a V k \ Vk+1 ' <5(x) :s kj(k + 1) < e/(x) d'apres (4). 
Soit V = VI' Pour x dans V et 1 :s i :s m, definissons la fonction 

lfI~: B -+ M par 
i k/ lfI)m) = 7C 0 x(<5(x)w). 

La continuite de lfI/: V -+ l!l(B ,M) est claire. Pour x dans A, <5(x) = 1 , 
. . 0 0 

donc lfI_~ = 7C 0 h~ et lfI~IB est un homeomorphisme de B sur Gi(x) , d'ou les 
conditions (i), (ii) et (iv) dans ce cas. La condition (iii) est verifiee pour tout x 
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puisque k~(O) = Pi E Ei' Soit X dans V\A; d'apres (8) et (I), la restriction 
de 7l a k~(Br5(X)) est un homeomorphisme, ce qui entraine la condition (i); la 
condition (ii) resulte de (8) et (2). Le Lemme 7 est donc demontre. 

5. DEMONSTRATION DES LEMMES 3 ET 5 QUAND N EST UN DISQUE 

Quand N est un disque, nous rencontrons deux difficultes supplementaires. 
D'une part, l'argument donne a la section 3 pour prouver que Q est locale-
ment divisible par /2 ne s'applique pas au voisinage d'une retraction constante. 
D'autre part, dans ce cas if = M = S2 et il n'existe pas de representation 
conforme de B sur S\im(fx) quand im(fJ est rectuite a un point, ce qui 
nous empeche d'appliquer directement les methodes de la section precedente. 
Nous allons devoir faire un long detour pour contourner ces difficultes. 

Soit S2 = {y = (Y" Y2' Y3) E R3IY~ + y~ + Y; = I} la sphere unite de 
I'espace euc1idien. Nous identifions N a I'hemisphere inferieur de S2, N = 
{y E S2/h ::; O}; soit D = S2\N. Soit Po = (0,0, I) Ie pole nord de S2. 
Nous supposons S2 munie de sa structure conforme habituelle et de la distance 
d induite par la norme euc1idienne. Pour y dans S2 et 0 < e < 2 , nous notons 
B(y, e) Ie disque de S2 de centre y et de rayon e; soit C(y, e) son bord. Si 
y est un point de S2 , notons y son antipode. 

Nous utiliserons les deux faits suivant: 
(A) Si H est un domaine simplement connexe de la sphere S2 dont Ie 

complementaire est localement connexe et contient plus d'un point, il y a une 
fonction continue de B dans S2 dont la restriction a Best une representation 
con forme sur H. De plus, Ie Theoreme (2.2) de [18] s'applique encore dans ce 
cas. 

(B) Soit s( Ie sous-ensemble de ?5(B, S2) forme des fonctions h verifiant 
° (i) la restriction de h a Best une representation conforme, 

(ii) I'interieur de S\h(B) n'est pas vide, 
(iii) h(O) = Po ' 
(iv) hi (0) > 0 (i.e., un multiple positif d'un vecteur fixe du plan tangent a 

2 S en po). 
Alors, s( est un retracte absolu de voisinage. 
(B) resulte du fait que, comme les ensembles Zi de la section precedente, 

s( est localement homeomorphe a s1'o(B, C) . 
° Nous notons N, Ie sous-ensemble ferme homeomorphe a N de 9}°(N) = 

gzO (N) forme des retractions constantes. Soit jf" = gzO (N) \N, et soit :y 
l'ensemble des retractions r de gzo(N) telles que l'interieur de im(r) soit non 
vide. 

Lemme 9. :y est ouvert dans gzO (N) . 
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Demonstration. Soit r un element de .'9. Prenons des disques D] , D2, D3 de 
fa~on que 

o ° 
D] C D2 C D2 (. D3 C D3 C im(r) . 

Soit C Ie bord de D2 • Toute retraction r' assez proche de r veri fie 
(a) r'(D2)CD3 et r'(C) CD3\D] , 
(P) Ie = riC est homotope a r'IC dans D3\D]. 
Si, pour une telle r', im(r') ne contenait pas un point b de D], alors, 

puisque "IC est inessentielle dans r' (D2 ) , C serait deformable en un point 
dans D3 \ {b} , ce qui est faux. Jl contient donc toutes les retractions verifiant 
(a) et (P), donc est un voisinage de r. 

Lemme 10. Jl est un retraete absolu de voisinage. 
Demonstration. Soient X un espace metrique, A un ferme de X et f: A ~ Jl 
une fonction continue. Compte-tenu de (A) et (B), l'argument utilise aux 
§§3 et 4 pour prouver Ie Lemme 3 peut etre applique a la fonction f pour 
montrer que cette fonction verifie l'hypothese du Lemme 2. Par suite, f peut 
se prolonger a un voisinage ouvert de A dans X et, puisque Jl est ouvert, nous 
pouvons supposer que ce prolongement est a valeurs dans Jl , d'ou Ie resultat. 

Lemme 11. II existe une homotopie f: gzo(N) x I ~ gzo(N) verifiant 
(i) fo = id, 

(ii) 5i r appartient a N], fl(r) = r que! que soit t, 
(iii) Pour t > 0, f/;r) est eontenu dans '9 . 

Demonstration. Pour r dans 7C' , soit hr l'unique fonction continue de B dans 

52 dont la restriction a Best une representation conforme sur 5\im(r) et qui 
verifie h(O) = Po et h'(O) > o. D'apres (A) et Ie Theoreme (2.2) de [18], la 
fonction h: 7C' ----> c;P (B , 52) est continue. 

Fixons un point Xo de DB. Pour 0 < u ~ I, soit E(u) Ie disque de 
diametre u contenu dans B et tangent a DB en xo; soit K (u) Ie bord de 
E(u). Pour u = 0, po sons E(O) = {xo}. Toute droite L passant par Xo qui 
n'est pas tangente a B coupe K (u) en un unique point distinct de xo ' so it 
eL(u) , ou simplement e(u). 

So it T Ie sous-ensemble de I x I x I forme des points (a, b, e) tels que ou 
bien a = b = e = 0, ou bien 0 < a < b < e < 1 . Pour (a, b, e) dans T, so it 
v(a, b, e) la fonction de B sur B definie comme suit: 

Si a = b = e = 0, v(a, b, e) = id. 
° Sinon, v(a, b, e) est l'identite sur E(a) et hors de E(e), envoie K(b) sur 

Ie point Xo et, pour toute droite L passant par xo ' est lineaire sur les segments 
[e(a), e(b)] et [e(b), e(e)]. 

II est clair que v depend continuement du point (a, b, e) de T. 
Pour tout r dans 7C' , soit w(r) la borne superieure des nombres u verifiant 

° (1) hr(E(u)) C N, 
(2) J(hr(E(u))) < J(im(r)). 
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Alors, w(r) > 0 et l'on constate facilement que Ia fonction w: 7? -+]0, 1] 
est semi-continue inferieurement. Nous pouvons donc trouver [6, p, 171] une 
fonction continue 8: 7? -+]0, 1 [ telle que 

(3) 0 < 8(r) < w(r) pour tout r dans 7? . 
Posant v(r, t) = vU8(r)/3, t8(r)/2, t8(r)) , defmissons r com me suit: Si 

I' EN" qr, t) = r quel que soit t. Si r E 7? , 

q r , t) (z) = h r 0 V (r, t) 0 h; , (z) si z E h r (E (t 8 (r) / 2)) , {
r(z) si z ~ hr(E(t8(r))) , 

r 0 hr 0 v(r, t) 0 h;' (z) si z E hr(E(t8(r))\E(t8(r)/2)). 
Cette definition a un sens car v(r, t) est l'identite sur K(t8(r)) et, quand 

z appartient a hr(K(t8(r)/2)) , v(r, t) 0 h;' (z) = xo' donc les deux formuies 
possibles domment alors qr, t)(z) = hr(xo) = r(hr(xO))' qr, t) est donc une 
fonction continue sur N. Comme on Ie verifie facilement, qr, 0) = I' et, pour 
r dans 7? et t> 0, qr, t) est une retraction de N sur im(r)uhr(E(t8(r)/3)) ; 

° ce dernier ensemble a un interieur non vide et est contenu dans N d'apres (3) 
et (1), done qr, t) est un element de .'{f. 

La continuite de r en un point (r, t) avec r dans 7? resulte de la continuite 
des fonctions h, v et 8. La continuite de r en m point (ro' to) avec ro 
dans N, resulte du fait que, pour r dans gro (N), ou bien qr, t) = r, ou 
bien qr, t) coIncide avec r hors de l'ensemble hr(E(t8(r))) , dont Ie diametre 
est inferieur a o(im(r)) d'apres (3) et (2), et envoie cet ensemble dans im(r) u 
hr(E(t8(r))) . 

Avant de continuer, notons deux proprietes de la fonction y = r, qui nous 
seront utiles dans la suite 

° (C) II existe une fonction continue 0: de /f!!0 (N) dans N verifiant 
(i) 0:(1') E im(y(r)) quel que soit r, 

(ii) si r appartient a 7?, (}'(r) est contenu dans l'interieur de im(y(r)). 
11 suffit de prendre pour o:(r) l'image de r si r est dans N, et l'image par 

hr du centre du disque E(8(r)/3) dans Ie cas contraire. 
(D) II existe une fonction continue ¢: ,9r(N) -+ ~(S2) verifiant 

(i) ¢r(im(y(r)) = im(r) , 
(ii) la restriction de ¢r a S2\im(i(r)) est un homeomorphisme de cet en-

semble sur S2\im(r). 
¢ peut se construire comme suit: Pour t > 0, soit a(t) la fonction de B 

° sur B qui envoie E(t/3) sur Ie point xO ' est l'identite hors de E(t) et, pour 
toute droite L passant par xO ' envoie Ie segment [e(t) , e(t/3)] lineairement 
sur Ie segment [e(t) , x o]; a depend continuement de t. La fonction ¢ peut 
alors etre definie comme suit: Si r E N, ' ¢r = id. Si r E 7? , 

{
z si z ~ hr(E(8(r))), 

¢r(z) = hr 0 a(8(1')) 0 h,-~-' (z) si z E hr(E(8(r))). 
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Que cette definition a un sens et fournit une fonction continue de gzO (N) 
dans ~(S2) se demontre comme pour r. Nous laissons au lecteur Ie soin de 
verifier les conditions (i) et (ii). 

Lemme 12. 7t' est une /2 -variete. 

Demonstration. Soit r': 7t' x I ---+ gzo(N) la restriction de r. Alors (i) r'o = 
id, et (iii') pour t > 0, r; (7t') est contenu dans Jl. Puisque Jl est un 
retracte absolu de voisinage, cela entraine, comme nous l'avons remarque apres 
Ie Lemme 1, que 7t' en est un aussi. La demonstration du Lemme 5 quand N 
n'est pas un disque peut-etre utilisee pour montrer que tout point de 7t' a un 
voisinage ouvert divisible par /2. Puisque 7t' est ouvert dans gzO (N) , il est 
separable et topologiquement complet. Comme nous l'avons rappele plus haut, 
cela entraine que 7t' est une /2 -variete. 

Lemme 13. If existe une jonction continue If/: gzo(N) ---+ ~(B, S2) telle que, 
° pour tout r dans gzO (N), /a restriction de If/r a B so it un homeomorphisme 

de B sur S\im(r) verifiant If/r(O) = Po . 
Demonstration. Nous avons besoin d'une construction auxilaire. Etant donnes 
un point y de S2 et des nombres 0 < a < b < 2, soit J1(Y, a, b) la fonc-
tion de S2 sur S2 definie comme suit: J1 = J1(Y, a, b) est l'identite hors 
de B (y , b) et en y, contracte B (y , a) sur Ie point yet, pour tout demi-

° grand cercle L reliant y a son antipode y, envoie L n (B(y, b)\B(y, a)) sur 
L n B (y , b) lineairement (au sens de la longueur du sous-arc de L). II est clair 
que J1(y, a, b) depend continuement du triple (y, a, b) . 

Posons, pour r dans gzO (N) , 

e, (r) = {d(n(r) , D) > 0 et e2(r) = 1d(n(r) , D) 

(rappelons que D = S\'N, y = r, et que nest introduite dans (C)). Definis-
sons une fonction continue A de gzo(N) dans ~(S2) par 

Ar = J1(n(r) , e, (r), e2(r)). 

Pour r dans gzo(N) , posons Gr = S2\im(y(r)) , Hr = A;'(Gr) et Fr = 

S\Hr = A;'(im(y(r))). Alors Ar induit un homeomorphisme de Hr sur Gr' 
Fr est un continu localement connexe car, si im(r) est reduite a un point, c'est Ie 
disque B(n(r), e, (r)), sinon, ce disque est contenu dans l'interieur de Fr , donc 
l'espace obtenu en l'identifiant a un point, qui est im(y(r)) est homeomorphe 
a Fr' Puisque Fr est localement connexe, la frontiere de Hr l'est aussi [19, p. 
106], donc il y a une unique fonction continue kr de B dans S2 dont la re-

° striction a Best une representation conforme sur Hr et qui verifie kr(O) = Po 
et k;(O) > O. 
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Affirmation. A 0 k: 92° (N) -> ~(B ,S2) est continue. 

(La fonction k, au contraire, est discontinue aux points de N\ .) 
Une fois cette affirmation demontree, la fonction IfI cherchee peut etre 

definie par IfIr = ~r 0 Ar 0 kr ' oil ~ est comme dans (D). 
Pour verifier cette affirmation, nous avons besoin de quelques definitions et 

resultats de la theorie des representations conformes. Soient {Hn }:\ des do-
maines simplement connexes de S2 contenant un disque fixe de centre Po' So it 
H l'ensemble (ouvert) des points P de S2 pour lesquels il existe un voisinage 
V de P et un entier no tels que Hn contienne V pour n 2: no' Le noyau 
de la suite {Hn }: \ (par rapport a po) est la composante connexe de H qui 
contient Po' On dit que la suite {Hn}: \ converge vers un domaine Ho au 
sens de Caratheodory si toute sous-suite de {Hn} a pour noyau Ho' 

Si H est un domaine simplement connexe de S2 contenant Po ' une coupure 
de H est un arc A dont les extremites appartiennent a la frontiere de H et 
dont l'interieur est contenu dans H; A decompose H en deux composantes 
et, s'il ne contient pas Po' nous notons 6(H; A) Ie diametre de la composante 
de H\A qui ne contient pas Po' Pour e > 0, soit y/(H, e) la borne superieure 
des nombres 6(H; A), oil A parcourt l'ensemble rff(H, e) des coupures de H 
de diametre < e ne contenant pas Po' 

Pour n 2: 0, soit Hn un domaine simplement connexe borne de S2 (i.e., 
l'interieur de S2\Hn n'est pas vide). Supposons que les Hn contiennent un 

° disque fixe de centre Po' et so it kn l'unique representation conforme de B sur 
Hn telle que kn(O) = Po et k~(O) > O. Alors 

° (E) La suite {kn}: \ converge uniformement vers ko sur tout compact de B 
si, et seulement si, la suite {Hn}: 1 converge vers Ho au sens de Caratheodory 
[12, Theoreme 2.1, p. 33]. 

Supposons en outre les frontieres des Hn localement connexes, de sorte que 
kn se prolonge continuement a B. Alors 

(F) La suite {kn}: 1 converge uniformement vers ko sur B si, et seulement 
si, la suite {Hn}: 1 converge vers Ho au sens de Frechet, i.e., verifie les deux 
conditions suivantes: 

(*1) {Hn} converge vers Ho au sens de Caratheodory, 
(*2) limn~oo, e~O y/(Hn ' e) = O. 
C'est une partie du Theoreme 2.2 de [18]. 

Preuve de l'affirmation. Soit {rn}:1 une suite d'elements de 92°(N) con-
vergeant vers ro' 11 nous faut prouver que A 0 k tend vers A 0 k . Pour 

~ ~ ~ ~ 
simplifier les notations, nous ecrirons Hn , An' etc., au lieu de Hr ,Ar ' etc. 
Commen~ons par quelques observations n n 

(a) La suite {Gn}:1 converge vers Go au sens de Frechet. 
Cela resulte du Theoreme 2.2( d) de [18] si im(ro) contient plus d'un point, 

c'est trivial dans Ie cas contraire. 
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(b) La suite {Hn}:1 converge vers Ho au sens de Caratheodory. 
Ceci revient a verifier qu'un point P de S2 est dans Fo si, et seulement 

si, tout voisin age de P rencontre une infinite d'ensembles Fn' Si Vest un 
voisinage compact de P tel que V n F i- (2) pour une infinite d'indices nk , nk 

soit, pour tout k, xk un point de V n Fn . Nous pouvons sup poser que xk , 
tend vers un point Xo de V. Puisque An tend vers AO' An, (xk ) tend vers 
AO(XO)' Puisque rn tend vers ro et que )~n (Xk ) appartient a im y(rn ), AO(Xo) 

, k 

appartient a im y(ro) , done AO( V) n im y(ro) i- (2). Si cela est vrai pour tout 
voisinage compact de p, AO(p) appartient a im y(ro) , done P appartient a 
Fo' Inversement, soit P un point de Fo' Si P est dans B(a(ro) ' 8 1 (ro)) , il 
est, d'apres la continuiteie a et 8 1 ' dans la limite superieure des ensembles 
B(a(rn)' 8 1 (rn)) C Fn' Sinon, pour tout voisinage assez petit V de p, AO(V) 
est un voisinage de AO(p) = y(ro)(Ao(p)) et V = A~IAO(V)' Mais y(rn)(AO(p)) 
tend vers y(ro)(Ao(p)) , done AO( V) contient presque tous les points y(rn )(AO(p)) 
et V contient presque tous les A~ly(rn)(Ao(p)) C Fn' (Car, si Vest assez petit 
pour que V n B(a(ro), 8 1 (ro)) = (2), alors n(rn) n'appartient pas a )~o( V) pour 
n assez grand, done An induit un homeomorphisme de A~ 1 (AO( V)) sur AO( V) , 
et A~ IIAo( V) converge uniformement vers A~ IIAo(V) d'apres la definition des 
Ar .) 

(c) Les fonctions {An}:o forment une famille uniformement equicontinue. 
C'est clair puisque {An} converge uniformement vers AO' 
(d) Pour tout a> 0, il existe un no tel que, pour n ~ no' An(B(a(rn), 8 1 (rn))) 

so it contenu dans B(a(ro) ' a) et que les restrictions des fonctions A~I , n ~ no' 

a S\B(a(ro) ' a) forment une famille uniformement equicontinue. 
La verification, qui utilise la continuite de n et de 8 1 et la definition geo-

metrique de la fonction )~, est laissee au lecteur. 
(e) Si im(rn) n'est pas reduite a un point, An etablit une bijection entre les 

coupures de Hn ne contenant pas Po et les coupures de Gn ne con tenant pas 
Po' 

Car, dans ce cas, B(n(rn) , 8 1 (rn)) est contenu dans l'interieur de Fn , done 
la restriction de An a la fermeture de Hn est un homeomorphisme de H n sur 
Gn , et An(pO) = Po' 

Distinguons deux cas: 

1 er cas. im(ro) contient plus d'un point. Nous allons montrer qu'alors {kn } 

tend vers ko . D'apres (b), la suite {Hn} veri fie (*1)' done, d'apres (F), il suffit 
de montrer qu'elle veri fie aussi (*2)' 

Puisque ro appartient a Jr, im(y(ro)) contient un disque B(n(ro) , a) 
d'apres (C); so it 0 < a' < a. 

Quitte a supprimer un nombre fini de termes de la suite, nous pouvons sup-
poser que rn appartient a Jr pour tout net, d'apres (d), que 

(1) An(B(o:(rn) , 8 1 (rn))) C B(o(ro) ' a') quel que soit n, 
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(2) les fonctions A~ I IS\B( a(ro) ,a' ) forment une famille uniformement 
equicontinue, 

La continuite de a et de y permet de supposer aussi, quitte a supprimer un 
nombre fini de termes, que nous avons 

(3) B(a(ro) ' a'l c im(y(rn)) quel que soit n. 
O'apres (e), An etablit une bijection, encore notee An' entre l'ensemble des 

coupures de Hn ne contenant pas Po et l'ensemble des coupures de Gn ne con-
tenant pas Po' O'apres (c), An envoie l'ensemble (ff(Hn' e) dans un ensemble 
(ff(Gn , e' ), ou e' ne depend pas de n ?: 1 et tend vers 0 avec e. O'apres (a), 
Yf(Gn , e'l tend vers 0 quand n tend vers l'infini et e vers 0, Puisque, pour A 
dans (ff(Hn' e), An envoie la composante de Hn \A qui ne contient pas Po sur 
la composante de Gn Vn(A) qui ne contient pas Po et que, d'apres (3), cette 
composante est disjointe de B(a(ro) ' a' ), il resulte de (2) que Yf{Hn , e) tend 
vers 0 quand n tend vers l'infini et e vers 0, 

2eme cas, ro appartient a N 1 ; alors y(ro) = ro' Etant donne un 6 > 0, 

so it K = S\A~I(B(():(ro)' 6)); c'est un compact contenu dans Ho' Soit P 

un compact de B dont l'interieur contient k;; 1 (K). Puisque kn IB est une 
representation conforme et que la suite {kn }:: 1 converge uniformement vers 

° ko sur tout compact de B (d'apres (b) et (E)), nous pouvons trouver un entier 
no tel que, pour n ?: no' kn(P) contienne K et que d(Ank)w) , Aoko(w)) < 6 
pour tout w dans P. Alors, si n ?: no et si west un point de B n'appartenant 
pas a P, kn(w) n'appartient pas a K, de meme que ko(w) , donc Ankn(W) 
et Aoko(w) sont tous deux dans B(a(ro) ' 6), d'ou d(Ankn{w) , Aoko(w)) < 26. 
Par suite, d(An 0 kn ' AO 0 ko) < 26 pour n ?: no' d'ou Ie resultat dans ce cas. 

Lemme 14. II existe une homotopie (jJ: ,:]f0 (N) x I -t gpo (N) verifiant 

(i) (jJo = id, 
(ii) pour t > 0, fa fermeture de (jJ, (gpo (N)) est contenue dans Jf!'. 

Demonstration. Soit 1fI: gpo (N) -t t5'(B, S2) la fonction construite a l'etape 
precedente. Reprenons les notations de la demonstration du Lemme 11. Si Xo 

est Ie point fixe de 8B, posons, pour r dans ,9/!°(N) , p(r) = IfIr(xo)' Pour r 
dans gpO(N), soit a(r) la borne superieure des nombres u verifiant 

° (1) IfIr(E(u)) eN. 

Puisque la fonction IfI verifie IfIr (0) = Po quel que soit r, IfIr (E ( I )) rencon-
° tre D, d'ou 

(2) a(r) < I quel que soit r. 

Pour r dans ,9!!°(N) et 0 < t ::; 1, so it r(r, t) la borne inferieure des 
nombres u verifiant 

(3) O(lfIr(E(u))) > ~d(p(r), D). 
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Nous convenons que r(r, 0) = 0, de sorte que 

(4) r(r, t) = 0 si, et seulement si, t = O. 

II est facile de voir que a est semi-continue inferieurement sur gzO (N) et r 
semi-continue superieurement sur gzo(N) x I. De plus, si u ~ a(r), If/r(E(u)) 
rencontre D, done J(lf/r(E(u))) ~ d(p(r), D), d'ou immediatement r(r, t) < 
a(r) . Nous pouvons done trouver [6, p. 171] une fonction continue (: gzO (N) x 
I --+ I verifiant 

(5) r(r, t) < ((r, t) < a(r) quels que soient ret t. 

Pour n ~ 1, soit Wn l'ensemble des points (r, t) de gzO (N) x I pour 
lesquels r(r, t) < lin; c'est un ouvert de gzO(N) x let, d'apres (4), 9ZO(N) x 
{O} = n;:l Wn · Nous pouvons done trouver des ouverts Vn de gzo(N) x I 
verifiant 

(6) Vn+l C Vn pour tout n, 
(7) Vn c Wn pour tout n, 

00 

(8) n Vn =gzo(N) x {O}. 
n=l 

II est alors facile, a l'aide du lemme d'Urysohn, de construire une fonction 
continue X: gzO (N) x I --+ I de fac;on que 

x(r, 0) = 0 pour tout r, 
X (r, t) = I si (r , t) tt. V2 ' 

1 1 
n~x(r,t)~ n-l si(r,t)EVn\Vn+l' n~2. 

Alors X verifie 

(9) r(r, t) < x(r ,t) si t > O. 

En effet, si (r, t) E Vn \Vn+1, n ~ 2, r(r, t) < * ~ x(r, t) d'apres (7), et si 
(r, t) tt. V2, x(r, t) = 1 > a(r) > r(r, t). 

Posons e3(r, t) = min(((r, t), x(r, t)). C'est une fonction continue de 
gzo(N) x I dans I qui verifie, d'apres (5), (9) et Ie choix de x, 
(10) 
( 11) 

r(r, t) < e3(r, t) < a(r) < 1 si t > 0, 
e3(r, 0) = O. 

Puisque r est semi-continue superieurement, la relation (10) nous permet de 
trouver des fonctions continues e1, e2: gzO(N)x]O, 1] -+ I verifiant 

(12) 0 < r(r, t) < e1(r, t) < e2(r, t) < e3(r, t) pour t > O. 

II resulte de (II), (12) et de la continuite de e3 que, si nous prolongeons e1 et 
e2 a gzO (N) x I en posant e1 (r, 0) = e2(r, 0) = 0, les fonctions ainsi obtenues 



STRUCTURE LOCALE DE L'ESPACE DES RETRACTIONS 333 

sont continues. Alors, quelque soit (r, t), (el(r, t), e2 (r, t), e3(r, t)) est un 
point de T et nous pouvons poser v(r, t) = v(e l (r, t), e2(r, t), e3(r, t)). 
Definissons alors rp par 

{ 
r(z) si z rf:- lfJr(E(e3(r, t))), 

rp(r, t)(z) = lfJr 0 v(r, t) 0 lfJr-l(z) si z E lfJr(E(e2(r, t))), 

r 0 lfJr 0 v(r, t) 0 lfJr- 1 (z) si z E lfJr(E(e3(r, t))\E(e2(r, t))). 
Comme dans Ie cas de r, on verifie que cette definition a un sens et, puisque 

les fonctions lfJ, v et ej sont continues, determine une fonction continue de 
gzo(N) x I dans gzo(N) telle que rpo = id et que, pour t > 0, rp(r, t) ait pour 
image im(r) U lfJr(E( e I (r, t))) , dont Ie diametre est> ld (fJ (r) , D) d'apres (12) 
et (3). 

Supposons la condition (ii) en defaut. Alors, pour un certain t > 0, il y a 
une suite {rn}:d de retractions telle que {rp(rn' t)} converge vers ro E N 1 • 

Puisque im(ro) est reduite a un point m, fJ(rn) , qui appartient a im(rn) , tend 
vers m, done d(fJ(rn) , D) tend vers d(m, D) > 0; il y a done un a > 0 tel 
que d(fJ(rn) , D) > a quel que soit n, done Ie diametre de im(rp(rn' t)) est 
2: t~ pour tout n, ce qui est impossible puisque {rp(rn' t)} converge vers une 
fonction constante, d'oil (ii). 

Nous sommes maintenant enfin au bout de nos peines. En effet, les Lemmes 
12 et 14 entrainent, comme nous l'avons rappele apres Ie Lemme 1, que /Jil o (N) 
est une P -variete, ce qui contient Ie Lemme 3 pour un disque. Le Lemme 4 
est done encore vrai dans ce cas et la demonstration du Lemme 5 montre que 
Ie sous-ensemble ouvert % de Q(N) forme des retractions non constantes est 
localement divisible par {2 , done une {2 -variete. La deformation rp construite 
au Lemme 14 a la propriete que, quels que soient r dans gzO (N) et t dans I, 
rp(r, t)18N = r18N. Cela permet de defmir une homotopie W: Q x I -+ Q par 

_( ) () {p (z) si z rf:- N , rpp,t z = 
rp(pIN, t)(z) si zEN. 

Alors Wo = id et la condition (ii) pour rp entraine que, pour t > 0, la 
fermeture de W, (Q) est contenue dans %. Puisque % est une {2 -variete, Q 
aussi, d'oil Ie Lemme 5 dans ce cas. 
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